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VIE ET TRAVAUX DE L.-V. LORENZ. 


Ludvig Valentin Lorenz naquit le 18 janvier 1829, 
a Helsingor. Son pere etait de Stralsund et s’etait marie 
avec la fllle d’un boulanger de Helsingor, a qui il suc- 
ceda dans son commerce. En 1835, Lorenz le pere 
s’etablit comme marchand a Maribo, petite ville situee 
dans Tile Laaland. C’est pour cela que L.-V. Lorenz a 
regu son instruction a Tecole superieure de Nykjobing, 
petite ville voisine de Maribo. De tres bonne heure, 
il fit voir un penchant extraordinaire pour I’^tude des 
mathematiques. Lorenz le pere s’interessait lui-m^me 
aux mathematiques et a la mecanique et avait assez 
largement initie son fils a ces branches de la science, et 
notre Lorenz a de son propre chef continue ces etudes. 
Ainsi, et son education et ses dispositions personnelles 
ont fait de lui un autodidacte: il dit lui-meme quhl a 
pris I’habitude mauvaise de trouver, sans s’inquieter des 
recherches des autres, la solution des probl^mes, quitte 
a savoir ensuite qu’ils etaient deja resolus depuis long- 
temps. Cette mani^re de faire ses etudes est assez lente, 
et tandis que d’un c5te il avait de bonne heure deve- 
loppe ses dons pour les mathematiques, il 4tait, d’un 
autre cote, en retard dans les autres branches de son 
instruction. On comprend qu’il ne pouvait pas profiler 
beaucoup de I’instruction mathematique donnee a Tecole: 
il a dit plus tard qu’il n’avait pas en general tire grand 
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profit de cette instruction; qu’il avait au contraire dans 
les annees de I’ecole le plein loisir et tout le temps de 
lire des choses qui ne faisaient pas partie de I’enseigne- 
ment. Apres avoir passe son examen comme etudiant 
en 1849, il alia a Tecole polytechnique de Copenhague 
pour preparer son examen de mecanicien ; mais la maniere 
dont Ramus (le professeur d’alorsj exposait les mathe- 
matiques superieures le rebuta. C’est pourquoi il se 
decida a etudier la chimie; il fit la plupart de ses etudes 
sans Taide des professeurs, n’assista qu’a peu de lemons, 
mais s’attacha aux probl^mes de la physique, surtout 
aux speculations sur la nature de la chaleur. 

Par suite il n’obtint a son examen qu’une note 
assez mediocre. Apres cet examen, il devint precepteur 
chez le comte Moltke Huidtfeldt, puis il gagna sa vie en 
enseignant dans plusieurs ecoles de Copenhague. De 
septembre 1858 jusqu’a juillet 1859, Lorenz sejournait a 
Paris aux frais de I’etat. Il y a suivi les cours de Reg- 
nault, des deux Becquerel pere et fils, de Despretz, de 
Desains, de Bertrand et de Lame. De 186G a 1887, 
Lorenz fut professeur au seminaire de Blaagaard, et de 
1866 k 1887 professeur de physique a Tecole royale 
militaire superieure (plus tard nommee Pecole des offi- 
ciers). Cette derniere profession fut de sa part I’objel 
d’une preference msu’qude et il avait a un haut degre 
I’approbation de ces collogues et de ses el^ves, quoique 
ses lemons exigeassent assez souvent un trop grand effort 
des auditeurs. En 1887, la direction de la fondation 
Carlsberg lui of&'it une situation de savant libre, qu’il 
accepta volontiers. Des lors il pouvait faire ce qu’il 
avait desire depuis longtemps: consacrer tout son temps 
a ses recherches scientifiques. Malheureusement , il ne 
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lui restait que peu de temps a travailler. Le 9 juin 
1891, uue apoplexie du coeur, consequence d’une ma- 
ladie dont il avail deja longtemps soufifert, mettait fin a 
sa vie. Lorenz s’etait marie le IS aotit 186S avec 
Agathe Fogtmann. En 1876, il fut nomme professeur 
agrege et en 1887, a son depart de I’ecole des officiers, 
conseiller d’etat. 

Depuis 1866, il etait membre de I’academie royale 
des sciences de Gopenhague et en 1887 il re§ut le litre 
honorifique de docteur en philosophie de I’universite 
d’Upsala. 

Nous avons dit ci-dessus que Lorenz s’occupa de 
bonne heure des problemes mathematiques. Son interM 
pour la physique fut eveille par quelques lemons faites 
en 1840 par G. Garlsen, plus tard ingenieur des travaux 
maritimes. Mais, du reste, il s’int^ressa ensuite tr^s 
vivement a divers autres sujets. Il avail pendant quelque 
temps I’intention de se faire theologien; il etudia I’hebreu, 
sur lequel il passa un examen, et dans ses annees d’etu- 
diant il etait plein de Soren Kirkegaard (philosophe et 
theologien danois). La politique aussi I’interessa beau- 
coup, et il a ecrit en 1865 un pamphlet sous ce litre 
„Notre lutte interieure“. Ge pamphlet conserve encore 
quelque interet, car Lorenz y predit certaines conse- 
quences de la constitution, qui n’ont pas manque de se 
manifester. Mais enfin son interet pour la physique 
mathematique prevalut, et il developpa successivement 
la rare association des aptitudes experimentales et 
mathematiques qu’il possedait. 

Les productions de Lorenz sont presque toutes 
mathematiques en m^me temps que physiques; tantot 
prevaut le cote mathematique, tantOt le coU physique; 
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mais presque toujours que les malhematiques lui ser- 
vent a developper les idees physiques. Son interet pour 
la mathematique pure n’est pas aussi d6veloppe que son 
interfit pour la physique, et, quand il Iraite un probleme 
purement mathematique , il se soucie plus des rfeultats 
que de I’exactitude des raisonnements. (Voir, par ex- 
emple, le dernier memoire ,Sur le nombre des nombres 
premiers".) Je crois qu’on peut dire que son talent prin- 
cipal etait sa disposition brillante pour I’invention des me- 
thodes, combinee avec un sens tres fin de la valeur des 
resultats approchds, m6me quand il ne peut donner au- 
cune limite des erreurs commises. C’est ce double don 
qui lui permit, par exemple, de parvenir au but dans le 
memoire „Sur la lumiere reflechie et refractee par une 
sphere ti’ansparente". 

Son defaut est dans ses raisonnements purement 
speculatifs, qui sont tres peu clairs. Aussi une grande 
partie de ses memoires sont tres difficiles u coraprendre, 
surtout, quand les experiences ne peuvent pas confirmer 
ou infii-mer les resultats (voir par exemple le memoire: 
„Sur la compensation des erreurs d’ observation"). J’ai 
dit plus haut que son interet pour la physique etait plus 
grand que son interet pom* la mathematique; je dois 
pourtant ajouter que quelques-uns de ses memoires pure- 
ment mathematiques conserveront toujours leur impor- 
tance, par exemple le beau memoire sur les fonctions 
besseiiennes. 

Cela dit, je considererai un peu plus en detail les 
objets differents des recherches scientifiques de Lorenz. 

Je commencerai par ses travaux optiques. ' Ces tra- 
vaux sont assez nombreux et en ineme temps lour 
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etendue est considerable: ils remplissent, comme on le 
voit, tout le premier volume des „(Euvres“. 

Les travaux de Lorenz sur la theorie de la lumiere 
embrassent presque toute cette theorie et formeraient 
avec quelques supplements une base excellente pour le 
developpement de POptique physique tout entiere. On 
peut indiquer en peu de mots le but des cinq premiers 
niemoires en question: ce but est d’etablir une formule 
mathdmatique qui resume les resultats de toutes les 
recherches faites sur la theorie de la lumiere. Lorenz 
veut de plus que cette formule soit d^duite non de la 
consideration des causes physiques des phenomenes lu- 
mineux, mais seulement des resultats d’observation , et, 
comme je I’ai dit, qu’elle comprenne tous les resultats, 
a I’exception toutefois de ceux qui dependent de forces 
inconnues (flectriques , chimiques , etc.). Inversement, 
des phenomenes embrasses par la formule on ne pourra 
deduire que les equations fondamentales et non une 
theorie physique (voir le cinquieme memoire: Sur la 
theorie de la lumiere, p. 145). C’est peut-etre dans les 
forces inconnues qu’est cachee cette theorie (voir le 
sixieme memoire). II est evident que, pour dtablir cette 
formule, on a besoin d’un fondement experimental, ad- 
missible en toute generalite. Lorenz le trouve dans la 
theorie du mouvement ondulatoire de la lumiere et dans 
les forrnules de Fresnel relatives a I’intensite des rayons 
refractes et reflechis par la surface de separation de 
deux milieux homog^nes et isotropes. 

Le but des trois premiers m^moires est de demontrer 
la legitimite des hypotheses admises et de definir avec 
plus de precision la maniere dont s’opere le mouvement 
ondulatoire. 
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Le premier et le troisieme memoire* cherchent a 
determiner la direction des vibrations, le premier par 
des considerations theoriques et par des experiences, le 
troisieme uniquement par des calculs. On possede, 
comme on sait, deux theories egalement admissibles de 
la direction des vibrations lumineuses, celle de Fresnel 
et celle de Neumann. Lorenz cherche dans les deux 
memoires en question a trancher la question de savoir 
laquelle est preferable. Je crois pourtant que ni ses 
calculs ni ses experiences ne sont decisifs. Les calculs 
ne donnent qu’une certaine approximation et les expe- 
riences ne concordent pas complMement avec les calculs. 
Peut-etre est-il impossible de trancher la question sans 
definir avec plus de precision en quoi consiste le mouve- 
ment ondulatoire; car, d’apres la theorie electromagnetique, 
le mot „ ether" est devenu insignifiant, et il faut definir 
si c’est par exemple la force electrique ou la force 
magnetique qui prend part au mouvement ondulatoire. 
Mais, quelle que soit la direction des vibrations, je ne 
crois pas qu’elle ait aucune influence essentielle sur la 
forme des equations fondamentales de la theorie de la 
lumiero. 

Le second memoire du fascicule (Sur la reflexion 
de la lurni^re a la surface de separation de deux milieux 
transparents et isotropes) traite de quelques experiences 
faites par Janiin sur la reflexion a la surface des corps 
transparents, experiences qui mettent en evidence quelques 
dcarts par rapport aux formulas de Fresnel. Dans ce 


* Determination de la direction des vibrations de Tether lumineux 
par la polarisation de la lumi^re diffract^e. — Determination 
de la direction des vibrations de Tdther par la reflexion et par 
la refraction de la lumiere. 
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memoire important, Tauteur cherche a demontrer que 
ces ecarts ne sont qu’apparents et peuvent §tre expliquds 
par la supposition que deux corps ne sont jamais separes 
par une surface proprement dite, mais qu’il existe tou- 
jours de Tun a Tautre une couche de transition, et que 
par consequent I’indice de refraction ne change pas 
brusquement quand on passe d’un corps a I’autre, mais 
varie toujours par degres insensibles. 

On sait que Ghristoffel (Fortschritte der Physik, 
t. 16, voir note 6) a fait a cette theorie Tobjection, d’ail- 
leurs fondee, qu’une certaine quantite que Lorenz sup- 
pose toujours tres petite doit necessairement devenir 
parfois infiniment grande. Mais cette quantite n’entre 
dans les formules de Lorenz que comme element d’une 
integrale, et, comme j’ai cherche a le demontrer, elle 
est vraisemblablement infinie de telle maniere que Tinte- 
grale soit toujours tr^s petite, en sorte que I’objection 
indiqude ne peut suffire a renverser I’hypothese de Lorenz. 

Apres avoir developpe la base de sa theorie de la 
lumiere dans les trois premiers memoires, Lorenz etablit 
dans le quatrieme memoire (Sur la theorie de la lumiere) 
les equations fondamentales. Ces equations expriment 
le rnouvement de la lumiere dans un milieu quelconque, 
homogene ou heterogene, isotrope ou anisotrope. La 
possibilite du developpement de ces equations repose 
sur Phypothese admise par Lorenz, que les lois indi- 
quees s'etendent a tons les cas sans exception, si petites 
que soient les dimensions des corps, fussent-elles meme 
insignifiantes en coraparaison de la longueur d’une onde 
lumineuse. 

Lorenz se sert ensuite de ses equations fondamen- 
tales pour mettre en evidence comment on en peut 
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deduire quelques singularites bien connues de la lumiere, 
a savoir la double refraction et la rotation du plan de 
polarisation, en faisant quelques hypotheses simples sur 
la constitution moleculaire des corps. 

Le developpement de ces proprietes est tres interes- 
sant, car on reconnait par les considerations de Lorenz 
qu’un corps doit etre doublenient refringent, lorsqu’il est 
constitue par des couches periodiques. Des experiences 
ont confirme cette conclusion. Un grand interet s’attache 
egalement a la theorie de la rotation du plan de polari- 
sation, car Lorenz prouve que cette rotation doit avoir 
lieu quand le corps est constitue par des couches entre- 
croisees formant par leurs intersections nmtuelles des 
figures geometriques semblables aux polyedres reguliers. 

Le cinquieme memoire donne plus d’extension a la 
theorie de la lumiere. II fait voir entre autres choses 
que la theorie de Lorenz, qui est fondee sur I’hypothese 
de Fresnel, est en concordance avec celle de Neumann, 
si I’on fait Phypothese que les quantites au moyen des- 
quelles est represente le mouvement ondulatoire n’ont 
pas d’existence physique, mais sont simplement des 
grandeurs Actives, introduces pour faciliter le calcul des 
phenomenes directement observes. 

On pent se demander si Lorenz a en effet atteint 
son but, qui etait d’etablir des formules rnatheniatiques 
susceptibles d’embrasser, independamment de toule hypo- 
these physique, Pensemble des resultats d’observation. 
A cette question je crois qu’on doit repondre qu’il n’y 
a pas completement r^ussi. Gar, meme en supposant 
les lois de Fresnel absoluraent exactes, les experiences 
font seulement voir qu’elles s’appliquent a des surfaces 
de dimensions finies, tandis que les calculs de Lorenz 
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exigent qu’elles soient applicables a des surfaces infini- 
ment petites, ce qui implique une hypoth^se physique. 
Lorenz dit bien qu’il regarde toute autre formule, qui 
presente la m§me concordance avec les experiences, 
conime ay ant la meme validite (voir p. 91). Mais, en 
considerant la forme des equations, on reconnaitra, ce 
me semble, qu’elles ne peuveut guere §tre deduites unique- 
ment des experiences, et que I’experience ne pent tran- 
cher la question de savoir si les equations de Lorenz 
sont preferables, pai* exemple, aux equations ordinaires. 

Lorenz a pourtant par ses equations atteint le but 
de demontrer qu’il est possible d’etablir des equations 
fondamentales applicables a tons les milieux sans re- 
courir a Thypothese des forces moleculaires. G’est pre- 
cisement cette hypothese qu’il rejette et dont il fait la 
critique en disant (cinquieme memoire, p. 141): „On 
pourrait croire qu’on aurait ete conduit par la connais- 
sance si importante de la nature des forces moleculaires 
a des conclusions nouvelles: en realite, il n’en fut pas 
ainsi. Au contraire, il s’est produit ici un fait qui s’est 
repete ailleurs, par exemple dans les hypotheses qu’il 
etait necessaire d'ajouter pour Texplication de la double 
refraction: on a reconnu qu’on ne pouvait se servir des 
suppositions nouvelles qu’kTendroit ou elles etaient faites; 
on ne pouvait pas en deduire d’autres consequences". 

On peut encore faire d’autres objections contre Tap- 
plication pratique des equations fondamentales de Lorenz. 
Ce sont des equations aux derivees partielles, dont Tap- 
plication exige toujours une hypothese sur la forme et 
la disposition des molecules; par exemple la theorie de 
la double refraction implique la supposition de couches 
periodiques. L’admissibilite de ces hypotheses ne peut 
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evidemment §tre demontree que par leur concordance 
avec la realite; mais il est toujours difficile de conclure 
des effets aux causes. 

De plus les applications exigent Tintegration d’equa- 
tions aux deriv^es partielles, dont on ne connait pas 
rintegrale generale. Les integrations sont presque tou- 
jours faites par des developpements en serie, dont on 
suppose la forme connue a priori, mais de cette rnaniere 
on ne sait pas si la solution du probleme ainsi obtenue 
est la plus gdnerale, et encore est-il souvent necessaire 
d’omettre la demonstration de la convergence des series. 

Enfin, j’appellerai Tattention sur le fait qu’il est 
quelquefois impossible de reconnaitre Tordre de grandeur 
des quantites qui entrent dans les calculs de Lorenz; il 
me semble parfois qu’il neglige des quantity du meme 
ordre que les quantites conservees. 

Mais, quoi qu’il en soit, je crois que les equations 
fondamentales de Lorenz conserveroiit leur importance, 
et qu’il a pleinement demontre qu’on pent avec avantage 
remplacer la theorie des forces moleculaires , qui sont 
tout k fait hypothetiques , par la thdorie plus simple de 
la forme et de la disposition des molecules. 

Enfin i’appellerai I’attention sur le sixieme memoire 
„Sur Tidentit^ des vibrations de la lumiere et des cou- 
rants electriques". C’est peut-etre le plus remarquable 
des memoires purement theoriques de Lorenz. 

Lorenz y developpe des 1867 le fondement de la 
theorie electroraagnetique de la lumiere. Il est vrai que 
Maxwell avait developpe cette theorie deux ans au- 
paravant, mais Lorenz n’a pas connu le travail de Max- 
well et le fond des deux theories differ e. Je n’entrerai 
pas dans plus de details sur le memoire, mais je ren- 
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verrai le lecteur a la note IG, tome I (p. 204) ou j’ai 
fait une comparaison approfondie des deux theories de 
Maxwell et de Lorenz. 

Les deux memoires suivants portent ce titre com- 
mun „Recherches experimentales et theoriques sur les 
indices de refraction^. Le premier memoire ne contient 
que des experiences sur Teau, le deuxieine sur des corps 
differents, tant liquides que gazeux. Le but de ces deux 
memoires est de trouver „rindice reduit de refraction" 
des differents corps, c’est-a-dire Pindice de refraction 
correspondant a une longueur d’onde inflniment grande. 
Get indice est determine tant par Pexperience que par 
des developpements purement theoriques. 

Comme un rayon lumineux correspondant a une 
longueur d’onde inflniment grande n’existe pas dans la 
realite, Tindice reduit de refraction ne peut pas ^tre 
observe directement; mais on peut le deduire des ex- 
periences en partant de ia supposition que Tindice de 
refraction soit exprim able par une serie de la forme 

^ 1 ^ 1 1 
^2' ^2 I ^4 ’4“ ’ * • ? 

Oil X est la longueur d’onde, A, J5, C designent des fonc- 
tions qui dependent de la temperature et du volume du 
corps. 

Ce qui importe surtout, c’est de savoir si I’indice 
reduit, depend a la fois du volume et de la temperature 
ou du volume seul. La question n’est pas absolument 
tranchee par I’experience; mais Lorenz croit pourtant 
probable, d’apres les experiences memes, que I’indice est 
function du volume seul, ce qui indiquerait que les corps 
sont composes de molecules, dont la position seule varie 
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avec la temperature, mais qui elles-memes resteiit in- 
variables. 

Les recherches theoriques ont pour point de depart 
les equations aux derivees partielles etablies dans les 
quatrieme et cinquieme memoires. Lorenz suppose de 
plus que les corps ordinairement appeles homogenes 
ne sont pas en realite parfaitement homogenes, mais 
qu’ils sont composes d’elements a structure periodique 
ou qui se rep^tent periodiquement. De plus il admet 
que les periodes des elements sont petites en compa- 
raison de la longueur d’une onde lumineuse. Par centre, 
il ne fait pas d’hypotheses sur la forme des molecules. 

Avec ces hypotheses le calcul fait ressortir la facon 
dont la fonction (la constante de refraction) , oix 

A est rindice reduit et v le volume du corps, depend 
de I’indice de refraction mol6culaire et de la constitution 
du corps. Si Ton suppose le corps compose de mole- 
cules invariables, separees par des intervalles vides, cette 
fonction est une constante. 

Pour mener les calculs au bout, on se sert pour- 
tant de la theorie des moyennes, theorie mal fondee 
au point de vue mathematique, et de plus, Tapplication 
qu’en fait Lorenz ne me semble pas toujours correcte. 
Les calculs sont tres penibles. Si Ton suppose les mole- 
cules spheriques, les calculs se simplifient considerable- 
ment et Pon obtient du reste les memes resultats. C’est 
ce qu’a fait voir Lorenz dans un resume de ces deux 
memoires ins4r4 au tome XL des annales de Wiede- 
mann, et dont les d^veloppements mathematiques figu- 
rent dans les ^oeuvres scientifiques" , dans un supplement 
aux deux memoires. La theorie se trouve en bonne 
concordance avec les experiences. 
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L’avant-demier memoire est intitule ,Theorie de la 
dispersion'' , c’est-d-dire theorie de I’indice de refraction, 
considere comme fonction de la longueur d’onde. Les 
developpements sont ici purement mathematiques et 
n’empruntent rien k I’experience; niais, tandis que la 
theorie de I’indice de refraction reduit peut fitre deve- 
loppee sans aucune hypothfese sur la forme des mole- 
cules, il faut ici en faire une. Lorenz suppose que les 
molecules sont composdes de couches spheriques; c’est 
pourquoi il ddveloppe d’abord les equations generates 
dont on a besoin pour le calcul du mouvement lumineux 
dans un pareil milieu, compose de couches sphdriques, 
concentriques et homogenes. Puis il suppose encore que 
le mouvement lumineux s’opere de la mSme maniere 
sur toute la surface d’une telle molecule, que la distance 
de deux molecules voisines est tr^s petite en comparaison 
d’une longueur d’onde et que les molecules sont se- 
pardes par le vide. Enfin il fait cette derni^re hypothese, 
que I’indice de refraction est infiniment grand dans la 
couche la plus proche du centre de la molecule. Les 
calculs sont tr^s compliques; mais les resultats sont re- 
lativeraent simples. Je ne crois pourtant pas qu’on 
puisse attribuer une gi-ande importance a ces resultats, 
a cause de la multiplicite des hypotheses admises, dont 
la demiere surtout semble tout a fait arbitraire. 

Le memoire le plus important des travaux pure- 
ment optiques est peut-etre le dernier „Sur la lumiere 
reflechie et refractee par une sphere transparente". G’est 
une oeuvre ou les difficultes accumulees semblent de- 
passer les forces d’un seul homme; Lorenz I’a pour- 
tant achev^e. 
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Le precede de developpement est en principe le 
mtoe que dans les memoires precedents. Les Equations 
aux derivees partielles sont integrees par des series de 
fonctions spheriques et cylindriques ; inais, tandis que dans 
le memoire precedent la sommation des series est faci- 
litee par la supposition que les rayons des spheres, dans 
lesquelles a lieu le mouvement lumineux, sont petites en 
comparaison de la longueur des ondes lumineuses, ici 
les series ne convergent que tres lentement, le rayon de 
la sphere etant grand en comparaison de la longueur 
d’une onde. G’est pourquoi il faut ici recourir a une 
methode qui permette de remplacer les series par des 
expressions nouvelles plus simples. 

La methode de Lorenz consiste a remplacer les 
series par leurs moyennes. Cette methode est sujette a 
une foule d’objections. Elle ne peut ^tre qu’approxima- 
tivement juste et son admissibilite ne peuL guere etre 
prouvee en toute rigueui*. On ne peut pas trouver les 
limites des erreurs commises en rempla^ant les series 
par leurs moyennes. Les series que Pon somme de 
cette mani^re contiennent un nombre fini, niais ind^ter- 
mine, de ternies, et ce nombre n’est limite que par la 
condition qu’il doit ^tre tres grand. 

De plus Lorenz conclut, de ce que la moyenne 
d’une serie est nulle, que ses derivees auront de meme 
leur moyenne nulle. Mais, nonobstant ces objections, 
les resultats prouvent que la methode est pratiquement 
applicable. Comme, en effet, elle met en evidence tous 
les resultats connus de la reflexion et la refraction d’un 
rayon lumineux dans une sphere transparente, je crois 
qu’on peut conclure, avec une grande probabilite, que 
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les resultats nouveaux, qui peuvent etre consideres comme 
des interpolations, sont aussi valables. 

Je mentionnerai enfin une particularite des series 
employees par Lorenz pour representer le mouvement 
luraineux en un point donne: leurs diflferents termes ex- 
priment la partie du mouvement lumineux produite par 
un rayon dont la distance au rayon central pent etre 
mesuree par I’indice du terme, et les coefficients des 
termes sont exprimes par des series dont le m-ieme 
terme correspond a la partie du mouvement produite 
par une reflexion m-uple. 

Nous venons de passer en revue les travaux optiques 
de Lorenz qui font le contenu du premier volume. Le 
tome second comprend le reste des oeuvres physiques de 
Lorenz et de plus ses travaux mathematiques. Quelques- 
uns des derniers travaux se rattachent pourtant a des 
phenom^nes physiques. D’un autre c6te, le premier 
memoire du tome second „Memoire sur la theorie de 
I’elasticite des corps homog^nes a elasticite constante" 
est presque exclusivement mathematique. Le probleme 
est traite presque entierement de la meme maniere que 
les problemes optiques, et si j’ai renvoye ce memoire 
au tome second, c’etait uniquement pour que le tome 
premier ne contint que des mernoires d’optique. 

Le reste des travaux physiques differe fort des 
oeuvres optiques. Us traitent de la determination des 
unites dites absolnes, de la connexion entre les conduc- 
tibilites calorifique et electrique et enfin des decharges 
periodiques, c’est-a-dire des phenomenes qui rattachent 
Telectricite et la lumiere. 

Le premier petit memoire purement physique du 
volume „Sur le nombre des molecules contenues dans 
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un milligramme d’eau" tend a determiner ce nombre 
par la quantite d’electricite necessaire a la decomposition 
d’un milligramme d’eau, par la tension minima de cette 
electricite et enfin par des suppositions sur la situation 
mutuelle des molecules. Comme resultat, Lorenz trouve 
que le nombre cherche doit etre plus grand que 1300- 
et la distance des molecules plus petite, que mm. 

Lorenz prenant comme point de depart des suppo- 
tions arbitraires sur la forme et la situation des mole- 
cules, on ne peut attribuer une grande importance a ses 
resultats, qui indiquent plutot I’ordre de grandeur des 
quantites cherchees. 

Le memoire suivant traite de la determination du 
degr 6 de chaleur en unites absolues. Tandis qu’on peut 
d’une mani^re naturelle definir les unites electriques et 
magn^tiques en mesures absolues, il n’en est pas de 
m^me pour les unites de chaleur. 

Lorenz cherche a trouver ime telle mesure en prenant 
comme point de depart la loi de Dulong et Petit, que 
la quantite de chaleur necessaire pour elever d’un mtoie 
nombre de degres la temperature d’un meme nombre 
de molecules est independante de la nature des corps, 
au moins pour les gaz, proposition qui pourtant n’est 
pas admissible en toute rigueur. De plus Lorenz choisit 
un nombre determine de molecules. En se laissant 
guider par la loi de Faraday, que la m 6 me quantity 
d’electricite degage des quantites equivalentes des diffe- 
rents electrolytes, il arive a cette definition: Un degre de 
chaleur en mesures absolues est I’elevation de tempe- 
rature que I’unite de travail peut produire, si elle est 
completement transformee en chaleur, sur un nombre 
d’atomes .d’un corps simple egal k celui que I’unite 
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d’electricite degage d’un electrolyte normal (par ex. : Tacide 
chlorhydrique). 

Le memoire finit par quelques considerations sur la 
relation intime entre les conductibilites electrique et 
calorifique. A cause du manpue de rigueur de la loi 
de Petit et Dulong, la determination faite par Lorenz 
de Tunit^ absolue du degre de chaleur iie pent guere 
pretendre a une grande utilite pratique. 

Si les deux memoires precedents ne sont pas d’im- 
portance considerable, par centre, les trois memoires 
suivants meritent la plus s^rieuse consideration, tant a 
cause de leurs idees simples qu’a cause des resultats 
qu’ils ont fait connaitre. Ils concernent la determination 
de la resistance du mercure en mesures absolues. Gomme 
on le sait, Tunite de resistance est definie par la resi- 
stance d’un conducteur de longueur egale a Tunite par 
lequel passe Tunite de courant, la difference de tension 
electrique des deux extremites du conducteur etant egale 
a Tunite. Cette unite de resistance est de la dimension 
d’une Vitesse. Le raisonnemeot de Lorenz precede de 
cette idee, que si I’unite de resistance doit etre consideree 
conime une vitesse, elle doit aussi eti'e mesuree par une 
Vitesse. En fait, Lorenz la mesure par la vitesse d’un 
disque tournant. Un courant passe par le corps dont 
on veut mesurer la resistance. Une partie du courant 
est derivee et passe par le disque tournant et par une 
bobine de fll de cuivre qui entoure le disque. Le disque 
tournant induit un courant dans la bobine et le mouve- 
ment du disque est tel que le sens du courant induit 
est contraire a celui du courant direct. Quand le disque 
regoit un mouvement convenable, les deux courants se 
detruisent. Mais la vitesse qu’il faut imprimer au disque 

b 
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pour qu’il en soit ainsi est egale a la resistance du con- 
dueteur, raultipli^e par une constante qui depend de la 
forme de I’appareil. 

Lorenz a consacre trois memoires a ce sujet. Dans 
le premier, il donne la theorie de I’appareil que nous 
venons de mentionner et les resultats des experiences 
faites avec cet appareil, qui etait d’une simplicite sur- 
prenante. Ainsi Lorenz le fail tourner simplement avec 
la main. Dans le second memoire, il donne une ana- 
lyse des inethodes a employer pour determiner I’Ohm 
et dans la troisieme il expose le detail des experiences 
faites avec un appareil perfectionne. La comparaison des 
resultats des deux series d’experiences fait ressortir com- 
bien est ingenieuse I’idee de Lorenz, car elle ne mani- 
feste que des differences insignifiantes entre les resultats, 
bien que dans le premier cas I’appareil soit extremement 
simple, comme nous I’avons dit, tandisque dans I’appa- 
reil perfectionne on a mis a profit nombre de raffine- 
raents techniques. 

De m§me le memoire suivant ,Sur la propagation 
de relecti'icite" presente le plus haul interet. Comme 
on le salt, Feddersen a le premier fait des experiences 
sur les decharges oscillantes d’une bouteille de Leyde; 
ensuite, Kirchhoff a applique la theorie a I’explication 
des resultats de Feddersen. Mais il s’est manifesto , k 
propos de la dur^e des oscillations, une divergence con- 
siderable entre les calculs et les observations. Ge sont 
ces fails que Lorenz a soumis a un examen plus precis. 
Il determine d’abord, tant par le calcul que par I’ob- 
servation, les constantes d’induction d’un grand nombre 
de fils conducteurs. Malheureusement , il n’indique que 
le point de depart et le resultat de ses recherches. Or 
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le resultat ne concorde pas avec le point de depart. 
J’ai pense que cette divergence etait due a une erreur 
dans les formules. Vraisemblablernent il n’en est pas 
ainsi, mais la difference tient a ce que Lorenz s’est servi 
d’une formule prise ailleurs, et qui ne s’accorde pas 
avec le point de depart qu’il indique (voir la remarque 
de Lorenz, au bas de la page 171 du tome II). II faut 
pourtant remarquer que, si Lorenz avait conserve son 
point de depart, ses calculs et ses experiences concorde- 
raient presque conipletement (voir, par example. Note 7, 
p. 236). Quoi qu’il en soit, le rdsultat final de Lorenz, 
que la constante dielectrique du verre est beaucoup plus 
grande que celle qu’avait admise Kirchhoff, explique 
compl^tement la divergence entre les calculs de Kirch- 
hoff et les observations de Feddersen. De plus le me- 
moire contient une recherche des constantes d’induction 
du fer et de I’influence inductrice de la terre sur les fils 
telegraphiques. On peut remarquer que c’est Lorenz qui 
le premier a employe les telephones pour etudier les 
effets de I’induction. 

Le dernier grand memoire du volume qui porte sur 
la physique concerne les conductibilites electrique et calo- 
rifique des metaux. G’est essentiellement un grand travail 
experimental, ou sont determinees par deux methodes diffe- 
rentes les conductibilites calorifiques des corps. Ces con- 
ductibilites calorifiques sont comparees avec les conduc- 
tibilit^s electriques et Lorenz arrive a ce resultat qu’on 
peut approximativement (mais avec une assez grossiere ap- 
proximation) egaler leur rapport a une constante multipliee 
par la temperature absolue. Finalement Lorenz a execute 
quelques calculs pour resoudre cette question; comment 
peut-on, en supposant les corps constitues d’une maniere 
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donnee, imaginer que la conduction calorifique soit rein- 
placee par des courants electriques locaiix de facon a 
etablir theoriquement la loi fournie par I’observationV 

Malheureusement, les experiences faites au cours do 
ces recherches (1881) ont eu une action fncheuse sur la 
sante de Lorenz, les experiences ayant ete en partie 
executees dans une chambre froide. 

La derniere partie du tome second des a'^uvres 
scientifiques de Lorenz contient ses travaux pureinent 
mathematiques. La plupart de ces travaux n’offrent pas 
un interet considerable. II s’en trouve pourtant panni 
eux quelques-uns d’assez reniarquables. Je citerai, par 
exemple, le beau memolre ^Contribution a la thoorie des 
nombres^, et je signalerai a Tattention des inatheinaticiens 
le mdmoire „Sur le developpenient des fonctions arbitraires 
au moyen de fonctions donnoes" qui expose une theorie 
assez interessante du developpeinent des fonctions arbi- 
traires en series de fonctions Besseliennes. lei los id^es 
de Lorenz sont, je crois d’lme grande portoe ot tout a 
fait originales. 

D’une autre nature ost I’interet du menioire ^Sur la 
compensation des erreurs d’observation" , ou Lorenz 
cherche a prouver que si Ton a observe plusieurs fois 
des grandeurs (>, fonctions lineaires de plusieurs autres, 
on n’obtiendra pas toujours la compensation la plus 
favorable en se servant des valeurs vraies des coefficients 
de ces fonctions lineaires. II cherche en outre une 
methode propre a resoudre cette question: Quelle est, 
parmi plusieurs compensations qui pourraient etre em- 
ployees, celle qui doit etre consideree comme la plus 
favorable? Le memoire met en evidence tout le genie 
de Lorenz a traiter les questions difficiles et son habiletc 
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a combiner les raisonnernents ; toutefois les resultats ne 
me semblenh que peu satisfaisants. Tout le memoire 
est difficile a comprendre et manque de clarte. 

Le plus etendu des memoires purement mathema- 
tiques est le dernier „Recherches analytiques sur les 
nornbres de nombres premiers". II forme une suite aux 
recherches anterieures sur le meme sujet et cherche a 
demontrer que les ecarts entre les nombres effectifs de 
nombres premiers et les nombres calcules par la for- 
mule de Riemann sont periodiques. D’apres une com- 
munication que m’a faite M. Gram, il est vraisemblable 
que plusieurs des resultats de Lorenz sont admissibles; 
mais il manque a ses recherches le degre d’exactitude 
mathematique qui seul peut mettre les conclusions hors 
de doute. Les resultats obtenus sont dus pluidt au tact 
fin de Lorenz qu’a ses raisonnernents. Les calculs sont 
tous approxiniatifs et Fon n’a aucun moyen de trouver 
les limites des erreurs commises. 

A part ses travaux scientifiques , Lorenz a eu un 
grand penchant et un vif interet pour les applications 
pratiques. Ainsi il s’est occupe d’experiences nombreuses 
sur la production galvaniciue des metaux legers. En 
collaboration avec le professeur G.-P. Jurgensen il a con- 
struit une dynamo; le principe qui y est applique a des 
aimants int^rieurs a plus tard veqn des applications d’une 
grande extension. 

Mais c’est de la th^orie et des applications du tele- 
phone que Lorenz s’occupa surtout et, comme nous Tavons 
dit plus haut: il est certainement le premier qui se soit 
servi du telephone pour des mesures scientifiques. Enfin 
Lorenz a publie nombre d’ouvrages, dont certains ont eu 
plusieurs Editions. Son livre ^Kortfattet Naturlsere" 
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(Abrege cle physique) a compLe cinq editions (1865—87). 
Un cours de physique plus etendu pamt en 1870, puis 
vinrent „L8erebog om Lyset" (optique) on 1876, et „L9eren 
om Varmen“ (theorie de la chaleur), livre qui a ete 
traduit en allemand (1877). Ces deux derniers ouvrages 
surlout ont de 1‘importance a cause de leur mode d’ex- 
position et des points de vue pour la plupart tres origi- 
naux de I’auteur. Gomme on le voit, le champ d'action 
de Lorenz a ete tres etendu et son genie a enrichi la 
science, principalement la physique mathemalique, d’une 
foule d’idees nouvelles. 


En terminant cette longue entreprise, dont le but a 
ete le rendre les travaux de Lorenz accessibles au nionde 
savant, je tiens a remercier la fondation Carlsberg, qui 
a assume toutes les depenses et a la liberalite d(‘ laquelle 
les „oeuvres scientifiques“ ont dii de voir le jour. 

(Sur la vie et les oeuvres de Lorenz voir: G. Gliristiausen, 
Dansk biografisk Lexikon, tome X, .p. 37G— 381, 1890. Upsala Fyra- 
hundraars jubelfest 1877, p. 363. lllustr. Tid. 1891, Nr. 38. Dan- 
skeren VI. Une .partie de la pr6.sente notice sur la vie et les tra- 
vaux de Lorenz est traduite de Particle de G. Gliristiansen.) 
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SUR LE DEVELOPPEMENT DES PONOTIONS AU MOYEN 
d’intIigrales DEEINIES. 

TIDSSKJEIIFT FOR MATHEMATIK 1860, P. 160-168. * * NOTE 1. 

On connait plusiears methodes qui servent a ex- 
primer des fonctions ai*bitraires an moyen d’integrales 
d^finies; ces developpements ont eu surtout de I’impor- 
tance pour la theorie de I’integration des equations 
differentielles sous des conditions donnees: aussi est-ce 
surtout en physique niathematique qu’on a fait des ap- 
plications etendues de ces methodes. Qu’il me soit 
permis ici d’appeler Tattention sur une methode nou- 
velle, de mettre en evidence la relation qui existe entre 
elle et les methodes connues et enfin de faire ressortir 
une partie des applications etendues qu’on peut faire de 
cette methode dans toutes les parties de la theorie de 
I’elasticite. 

Si h est positif, on arrive aisement, au moyen de 
I’integration par parties, a I’identite 

00 ^ 
e~^^Q,osaxd3o = ^ , ,3 . 

„ «+* 

Multipliant par da et integrant entre les limites 
a 0 et a = a, on en tii*e 

e-^^^inaxdx , a 

= arctg^, 


21 * 
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d’ou Ton deduira, en faisant J == 0, 



II faut pourtant remarquer que le premier membre 
de celte equation est indetermine, et qu’on ne pent le 
determiner qu’en tenant compte de Torigine de I’integrale, 
qui est une valeur limite d’une expression determinee, 
et doit etre considere comme une maniere abregee d’ecrire 
rintegrale 

[ = 0 
I ^-6a:sin axdx 

\ s J’ 

expression a laquelle on devra recourir, si I’application 
de la notation abregee conduit a des resultats indeter- 
mines. La notation ci-dessus exprime qu’on doit egaler 
b a zero, non pas avant, mais apr^s Tintegration ; ici, 
comme partout dans la mathematique, quand on traite 
des quantites qui, a un certain endroit des calculs doi- 
vent ^tre egalees a zero, il importe essentiellement d’ob- 
server a quel moment cela se fait. 

Si nous cherchons maintenant la valeur de la serie 
cos am, ou la sommation est ctondue a toutes 
les valeurs entieres de m, depuis 0 jusqu’a I’infini et ou 
Ton ne prend que la moitie du premier terme, nous 
obtiendrons, en remplagant le cosinus par son expression 
en exponentielles imaginaires et sommant tons les termes, 
la valeur 

1 

2 1 — 2e~^cosa-|“e“2* 
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Poui' 5 = 0 I’expression s’evanouit, h moins que 
cos a ne. soit en rntoe temps egal a 1. Si nous suppo- 
sons la valeur de a comprise entre — Stt et +^;r, sans 
pourtaiit atteindre ces deux limites, a sera infiniment 
petit* et cosa = 1 — . Par consequent on aui'a 


2 cos am 


h ?=« 




valeur egale a I’integrale deflnie consideree ci-dessus. 

Si I’on multiplie par da les deux membres de cette 
equation et qu’on integre de a = 0 jusqu’d a = a, on 
obtiendra 

I pour 2a- > a > 0 , 

, ( 2 ) 

— I pour — 2a<a<0, 




sin am 
m 


ou le premier membre est ecrit sous la forme abregee, 
qui est plus commode et generalement employee, mais 
ou la remarque faite ci-dessus est encore valable. 

Si nous partons de Tequation 

2 (/(a;) dx = [f{a) da — (/\a) da , (3) 

«) ix 


OU la valeur de x est comprise entre une constante plus 
grande et une constante plus petite fx, et si nous 
multiplions le second membre par 

^ 2C sin((a;-a);9)c?^ ^ ^ 


* NOTE 2. 


oil le signe superieur est valable pour xz>a^ I’inKrieur 
pour x<a^ nous obtiendrons 
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En differeiitiant les deux raembres par rapport a :r, on 
obtiendra 

f{x) = ~^/(a)d«^cos(ir— a)/? • fZ/9 , (4) 

f2<CX<. 


ce qui est le theoreme de Fourier. 

Si, de mtoe, on multiplie le second membre de (3) 


par 


dr 


2 '^^^sin(a?— 


2 


m 


= 1 , 


ou le signe superieur est valable pour 2;r>a; — a>0, 
I’inferieur pour 0>aj — a> — 2;r, on obtiendra de la 
m^me maniere 


fix) = ~ [^) cos (m (x^a))- da, 7r>x> (5) 

ou x—a doit etre coinpris entre les limites — 2;r et 
+27r, et ou par consequent x et a, qui tous deux peu- 
vent parcourir la meme serie de valeurs, sont coinpris 
entre — tt et d-Tr. 

Ges deux developpenients au moyen d’integrales 
definies sont connus et ont regu des applications etendues. 
II y a pourtant encore un troisieme developpement, qui 
peut etre obtenu d’une maniere analogue, a savoir en 
multipliant le second membre de (3) par 



ou le signe superieur est valable pour x > a, le signe 
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inferieur pour x < a, et ou Ton suppose que y—p s’ap- 
proche de zero en parcourant une serie de valeurs posi- 
tives. On obtiendra alors 

Si Ton supposait que y—^ Mt originairement negatif, 
le second membre de (6) devrait etre change de sigiie. 

Au moyen de ces trois methodes on pent aussi 
developper sans difflculte des fonctions de plusieurs 
variables au moyen d’integrales definies. Nous nous 
bornerons ici a Papplication de la derni^re methode. 
L’equation (6) peut toe ecrite sous la fonne plus gene- 
rate 

MS?'”- 

On trouve facilement 

S +oo 

2 

00 

oil 

r = V{x-aY+(^—^y+{z—rf, 

et, si Ton remplace le second membre de cette equation, 
qui figure dans T^quation ci-dessus, par le premier, on 
obtiendra 



Comme le second membre s’evanouit pour toutes 
valeurs flnies de r, il faut seulement tenir compte des 
elements pour lesquels a; = a, y = /9. 
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G’est pourquoi Pon pent remplacer y par ^ et 
choisir des limites arbitraires de a et il faut pourtant 
que X y soient compris entre elles. Par consequent 
on obtiendra 

^ (7) 

ou 

Ici le point {x^ y) est situe entre les limites de Pinte- 
grale et Pon suppose que z — y est originairement positif. 
Dans le cas contraire le signe doit etre renverse. 

On pent remarquer que Pexpression entre crochets 
dans Pequation (7) satisfait a Pequation differentielle 
^2 ^2 ^ 

et qu’elle exprime, d’apres la loi de Newton, Pattraction 
qu’exerce un plan dans la direction de la norm ale sur 
un point, si un element du plan a la masse f\a, ^)dad^, 
et si Pon prend comme unite d’attraction Pattraction de 
Punite de masse a Punite de distance. L’equation (7) 
exprime alors que Pattraction exercee par le plan dans 
la direction de la normale sur un point qui s’approche 
infiniment de lui est egale a % 7 tf{x,y), c’est-a-dire i\ 
^TT fois la masse de Pelement le plus proche, divisee par 
la surface dxdy de Pelement. 

Pour des functions de plusieurs variables . . . Xn-i) 

on trouve plus generalement 


• • • \da„-tf(a,, a,, ... 


*^2 7 '“J ^n— l) 
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oil 

r = ]/(x^ — — a^-\- .,,-^^{Xn — anf\ 

^ 2 , ..., Xn-± sont situes entre les limites de I’inte- 
grale et — an est suppose positif a Torigine. 

On peut facilement se convaincre de la validite de 
cette equation, si Ton remarque, qu’on n’a besoin que 
de tenir compte des eltoents pour lesquels x^ = 
x^ = . .. On peut done remplacer f(a^, 

par f(x^^ x^, . . Xn-i) et remplacer les limites arbitraires 
pai* — 00 et 00 . Alors Pequation (9) est verifiee sans 
difficulte.* 

L'expression entre crochets satisfait k Pequation 




( 10 ) 


Par consequent cette methode pour exprimer les 
fonctions peut surtout §tre employee pour Pintegration 
des equations differentielles de la forme (10) dont Pinte- 
grale est une fonction donnee pour une valeur donnee 
d^une des variables, de maniere que les deux fonctions 
arbitraires qui entrent dans Pintegrale de (10) sont d^ter- 
minees par cette fonction et par les limites de Pinte- 
gi*ale. 

L’integrale est done dans ce cas determinee par le 
second membre de (9), si Pon supprime les crochets. 

Mais la methode peut encore servir a Pintegration 
d’autres equations differentielles apres avoir ete leg^re- 
ment generalisee. Nous prendrons comme exemple Pequa- 
tion differentielle qui exprime la loi a laquelle sont assu- 


Gfr. Jacobi. Journal de Grelle, vol. 12, p. 59 et 60. 
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jettis tons les petits moiivements des coi’ps dlastiques a 
elasticite constante, savoir 


^(p .d^<p ,^<p 1 ^ 

~ li?W' 


( 11 ) 


On pent facilement se convaincre que cette equation 
est veriflee par 





par consequent aussi par 



Cette expression se reduit, d’apres (7'), a f{x^ y, z) 
pour X = 0, Car, seul, le premier terme est a consi- 
derer dans le developpement de (p{^ — suivant 

les puissances de si r = 0, de sorte qu’on peut 
negliger tous les termes suivants. 

Si le niouvement, qui est determine par I’integrale, 
emane d’un plan (a; = 0) a limites donnees, et si Ton 
suppose que Tintegrale est ici exprimee par f{t,y,z) et 
qu’elle ne soit pas assujettie a d’autres conditions, Tequa- 
tion differentielle est pour x positif complMement inte- 
gree par (12), ou I’integrale est etendue aux limites du 
plan, et pour x negatif on ne doit que changer le signe. 

L’integrale (12) fait ressortir qu’on peut considerer 
chaque element d^dy comme Forigine d’une partie du 
mouvement en {x^y^z)^ qui en emane avec une vitesse 
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constante la partie de Tintegrale due a cet element 
etant 



Si la distance du point considere au plan primitive- 
ment mis en mouvement est finie, on peut considerer 
chaque element du plan, cl^dy^ comme un centre de 
mouvement, de manifere que le mouvement du point 
consider^ deAuenne la somme des mouvements qui ema- 
nent des differents centres de mouvement. 

C’est la proposition qui exprime le principe d’Huygens ; 
mais ce principe est incomplet parce qu'il ne suffit pas a 
determiner le mouvement. II est de plus inexact, et si 
Ton s’en sert (comme le fait Lame dans ses ^Logons") 
pour le combiner avec les equations ordinaires du mouve- 
ment, on parviendra a des resultats incorrects, parce qu’il 
n’est pas valable aux distances infmiment petites du plan 
en mouvement. 

Dans ce dernier cas, le mouvement doit §tre consi- 
dere comme emanant, non pas d’un point mais d’un 
element cl^dy du plan, et Texpression exacte de la 
partie de Tintegrale qui en provient sera, si /9 et 
sont les coordonnees du point milieu de I’element 



expression qui, d’apr^s (7% se reduit a f{t^ y, z) pour 

X = 0, 
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Gomme exemple de Tapplication cle I’equation (12), 
on pent supposer que I’integrale puisse dans toute Petendue 
d’un plan {x = 0) etre exprimee par f(wt'—my—nz), 
L’integrale pent alors etre exprimee sous une forme plus 
simple, et le probl^me qui consiste a deduire cette forme 
de Tequation (12) ne sera pas depourvu d’interet. 
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NOTES. 

NOTE 1. On trouvera une grande partie de la 
substance de ce memoire developpee dans les deux pre- 
miers memoires des tomes premier et second des oeuvres 
scientifiques de Lorenz. Ces deux memoires font de 
plus ressortir les applications qu’on pent faire des theories 
developpees ici. Du reste la methode dont on s’est 
servi ici differe de celle qui est employee dans les 
memoires cites. 

NOTE 2. G’est-a-dire, si b converge vers zero, 
a doit egalement converger vers la m§me limite, si T ex- 
pression ne s’^vanouit pas. 




UN THEOEllME 

SUE 

LA FONCTION POTENTIELLE. 




UN THEOEEME SUE LA EONCTION POTENTIELLE. 


MATHEMATISK TIDSSKBIFT. 1863 , P. 52 - 63 . 

Ij importance de la fonction potentielle pour Tappli- 
cation de la mathmiatique a la nature est tellement 
considerable, qu’une connaissance approfondie de ses 
proprietes est indispensable pour la solution d’un grand 
nombre de problemes presentes par la nature elle-m§ine. 

Mais, nonobstant les recherches nombreuses faites 
sur cette fonction, on aura pourtant, il me semble, en 
traitant les problemes de la physique rnathematique, 
parfois le sentiment, que nos connaissances sont tres 
limitees k son egard. La pr^sente recherche, provoquee 
par differentes difficultes de la physique rnathematique, 
qui peuvent etre rapportees a la solution du probleme 
en question, a encore confirme ma conviction que notre 
connaissance de la fonction potentielle est encore res- 
treinte, et que la presente contribution a son etude 
n’est que peu de chose par rapport a ce qui reste encore 
a faire. Que cela soit pour les autres, comme ce Pest 
pour moi-mtoe, une incitation a pousser avec energie 
Petude de cette fonction! 

La fonction potentielle d’un corps par rapport a un 
point {x^y,z) est exprimee par 


F _ UWW 


22 


II. 
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Les integrations relatives aux trois variables «, /?, y 
peuvent ici 6tre 4tendues de — oo jusqu’a +oo , la fonc- 
tion /■(«, y) etant tout a fait arbitraire , meme discon- 
tinue, et par example egale a z6ro dans certaines por- 
tions de I’espace. On sait alors qu’on pent inversement 
determiner f par la fonction potentielle F, cai‘ on a 


^ ^ ^ 
daf d f + “ 


y,z). 


Je chercherai a montrer comment le probl^me cor- 
respondant peut 6tre resolu pour la fonction potentielle 
d’un plan par rapport a un point du plan lui-mSme, 
probleme dont la solution ne peut pas Mre deduite de 
la proposition cit4e. 

Cette fonction est, pour un plan que nous prendrons 
eomme plan des xy, definie par 


C5(a3,y) 



V{x-ar+{y-^f 


( 1 ) 


Le probleme est d’invertir cette equation, de maniere 
a determiner la fonction f par la fonction C5. 

La fonction potentielle peut Stre exprimee en coor- 
donnees polaires sous la forme 


<p) 


1 \ Vp’‘-\-f^—^prcos{6-y>) 


( 2 ) 


Avant de passer au detail de la transformation de 
ces integrales, il faut commencer par etablir quelques 
propositions auxiliaires, qui serviront a la solution du 
probleme. 
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I. 

On pent mettre I’int^grale 

I i Vp'+>^—^pycos8 


( 3 ) 


SOUS une autre forme, en developpant le denominateur 
suivant les puissances croissantes de r, si ou de 

si integrant ensuite terme a ternie, puis som- 

mant la serie ainsi obtenue (voir Ramus : Mech., p. 88). 

Le m§me resultat s’obtient par Papplication de la formule 
(voir Schlomilch: Hbh. Analyse, p. 339)* * 2 J-otei. 

y cos mddd 

Vl-f 2acos^/ 

T 

sin D cld ^ ^ ^ 

1/1-f a-— 2acos^/ l/l + a^2acos^’ 

ou Ton a pose (voir I’endroit cite) 
sin^ 

, , ■ - -- ■■■— = smc^, 

l/l + a— 2a*cos^ 

d’oii resulte 



1 Vl-\-a^—^acos6 1 — acos^ , 

1/1— a^sinY ” 1 — acos/5^ ’ l + a®— 2acos6/^^‘ 

En multipliant ces deux equations, on obtiendra 

dip _ dd 

1^1 — a^sinY V'l-fa— 2acos^’ 

ce qui ti'ansforme I’integrale ci-dessus en 

22 * 



les limites etant les memes pour <p que pour d, car sin^ 
doit prendre toutes les valeurs entre —1 et +1, limites 
qui correspondent a cosd = a. 

Comme sin^^ n’entre dans I’integrale que par son 
carre, on pent encore faire varier ^ de 0 a et qua- 
drupler le resultat, ce qui donne 

y Q.osm6 do ^ y sin^ ^(p dip 

J 1/ 1 + a^~ 2 a cos j 1/ 1 — sin^ p 

T 'P 

Si I’on remplace ici a par - ou par ^ suivant que 
on reconnaitra aisement que I’integrale (8) peut 
eti'e exprimee par 


1 1 ]/p^— sin‘‘ <fip”‘ u 

tJo Li/o 


'drf{r) 


|/^*8_p2gjn2^ r* 


( 4 ) 


Dans la premiere de ces deux integrales, je pose 
rsin^ = 2 ? ship, par ou j’obtiens 

dip dip 

l/jO~j-‘sirf^ Vi^ — ^®sirfp 

Or l’int6gration peut §tre executee de deux manieres, 
soit d’abord par rapport a p, les limites de sinp etant 

T 

0 et - , puis par rapport a r entre les limites ?• = 0 et 
r = p, soit d’abord par rapport h r, entre les limites 
r = jjsinp et r = p, puis par rapport h p de p = 0 

7C 

a p = Dans les deux cas les deux variables par- 
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couiTont la meme serie de valeurs; mais on doit ici 
preferer la derniere methode, parce qu’elle permet d'exe- 
cuter immediatement Paddition des deux termes de (4), 
en remplagant de nouveau <p pai* <p. Cette expression 
sera alors transformee en 


\ — p®sin“^ r”* 

t/ 0 sin 


Si Pon pose ici 


p^iriip = d<p == — 




on obtiendra par consequent 




] cos B 

» tJo 


= 4\^ 


r i^ rdyf{r) 

J y^~(f j 1/ r ® — (f 


( 5 ) 


On pourrait transformer la seconde integrale de (4) 
d’une nianiere analogue, en posant 


d’ou 


psin^ = rsin^, 


d(jj 

!//*“ — s\v?ip 


cl(p 

Vjf — sin®^ 


Comme precedemraent, on suppose que Pintegration 
est executee en premier lieu par rapport a r entre les 
limites r == jp et r = — et puis par rapport a ^ de 

rK. > 7C ^ 

= 0 a ^ 

Si Pon remplace de nouveau <p par (p et si I’on fait 
Paddition des deux termes de (4), on trouvera 
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et, si Ton fait ici la substitution = q, on obtiendra 
’ sin^ ^ 

une nouvelle expression de Pintegrale en question (3), 
savoir 



f{r) to^ md 
— ^pr cos d 


=- 4 


s 


dq [rdrf{r) 




( 6 ) 


On reconnait pourtant facilemeM que les deux ex- 
pressions (5) et (6) sont identiques, ce qui devient evident 
si Ton pose dans la premiere q ^ pu et r ^ puv^ 
et dans la seconde q pv qX r = pvu. 


IL 

Abel a demontre qu’une fonction d’une seule variable 
peut etre exprimee au moyen d’une integrale definie de 
DTE 2. la maniere suivante (voir Ramus: Diff. et Int., p. 269).* 

S e 

(p\z) dz 

[O-zY^ ^ ^ 

oil m est une fraction proprement dite, positive et arbi- 
traire. 

Nous poserons ici 

m == ^, H = q\ z = '1^, a: = /, 
puis nous remplacerons par 581(2?). On obtiendra 
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ainsi 


tJo VO 


( 8 ) 


On pent se servir de cette expression si Ton a, par 
exemple, 

np 

qdq 


m = z 






( 9 ) 


pour determiner inversement la fonction par car 
on doit avoir 


^ii) = 


W -.- 


(9-) 


Au contraire, si dans la formule (7) nous posons 

f 


1,1 1 1 


et si nous remplagons ensuite f(~aj <p{p)) i^ous 


obtiendrons 




pdq \r^'(r)dr 
^ ]qV^-V]Vr-cf 


(10) 


Cette equation va etre diflferentiee par rapport kj); 
mais il faut observer qu’on doit alors, pour eviter des 
indeterminations provenant de termes infinis, executer la 
differentiation en supposant d’abord que la limite infe- 
rieure soitjp+A, puis integrer pai- parties et enfin faire 
tendre h vers z4ro*. Si Ton ecrit de nouveau ^(p) k 
la place de on obtiendra aisement de cette maniere 

S oo /%co 

dq d I r^(r)c?r 
dq\]/^^—(l 

P 


^ NOTE 8. 


( 11 ) 



340 


La differentiation indiquee par rapport a q pent 
etre executee de la meme maniere, par ou Pequation 
prendra la forme 



IIL 

A present nous passerons de ces recherches prelimi- 
naires au probleme en question. II sera alors naturel 
de chercher en premier lieu la solution d’un cas parti- 
culier, celui ou la function f(r, 0) de I’equation (2) ne 
depend que de r seulement. On peut dans ce cas rern- 
placer 8—<p dans I’equation (2) par 8. tandis que les 
liinites de 8 seront constamment 0 et Stt, et <p) sera 
alors fonction de lo seulement. 

Nous pouvons alors partir de Tequation 


= 



m 

cos 8 ’ 


(13) 


qui, au moyen de la relation (5), ou m == 0, sera trans- 
formee en 


= 4 



rf{r)dr 


Si nous posons ici 


nous aurons 


100 

r /*(/') dr 




ZijQj) = 4 


'tV 

]y-9t ’ 
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equation qui est identique a Pequation (9), si I’on pose 
= ^(p)- L’equation suivante (9') deviendra alors 





d’ou, en introduisant I’expression trouvee ci-dessus pour 
^( 2 ), Ton deduira 



Si maintenant on multiplie cette equation par 

— — et qu’on integre entre les limites q = p 

7: ^ ^ 

et 2 == 00 , on obtiendra 


S ioo ^00 aoo (%q 

2 )dq y'f{r)dr q^dq y©'{r)(Zj' 

\qV^—2}‘\Vt^—q‘ \ V's”'— »•* " 

p tJq vp Vq 

Le premier membre est d’apres (10) egal a \f(p)dp 
si Ton remplace (p\r) par f{r), et Ton tirera de I’^quation, 
en differentiant par rapport a p^ 

... \ d\ pdq \7ji^ir)dr 

Le probleme est done resolu, car la fonction f est 
exprim ee au moyen de la fonction 0, mais il y a avan- 
tage a mettre le resultat sous d’autres formes. 

Si la differentiation par rapport a p est executee de 
la maniere indiquee ci-dessus dans un cas analogue, on 
obtiendra* 


NOTE 4. 
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Sous cette forme le resultat se pr§te mieux au 
calcul pratique. Du reste il est identique au resultat 
suivant 


NOTE 5. 


= 


1 1 / rf 


h-2 p dp dp \ y(f—p^ Vl/(f— r= 


dq^ 


(15) 


ce qu’on pent reconnaitre en effectuant les differentiations 
indiquees. 

Si nous cherchons au contraire a donner le resultat 
sous une forme analogue a Pequation (13), nous pomTons 
nous servir de I’equation (6), ou nous ferons m = 0 et 

d’abord f{r) = puis f{r) — zi5(r). Par la les 

equations (14) et (15) se transformeront en 


fiv) = — 

et 

fil>) = - 


1 d{rm\r)) 

— ^prcosO 

S oo 

rdr 

. 


J-ii. 

^Tz^pdp 




dd • ® (r) 


Kp‘+ cos d 


(16) 


, ( 17 ) 


de manik*e a representer /“(p) sous forme d’une nouvelle 
fonction potentielle. 

Apres avoir resolu le probleme dans le cas special 
considere, nous passerons au cas g^eral. Soit proposee 
I’equation 
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<p) 



f{‘\ 0) 

Vy-f- cos (6* — ’ 


il est a prevoir que la fonction /(?*. 6) pourra etre ex- 
primee sous une forme analogue au I'esultat obtenu re- 
cemment; c’est pourquoi nous examinerons en detail 
r expression 


F = 


t \ Vf^-J^—^vrcoB{d-(p) 


(18) 


Ici on a 


■ui{r,e) 



fir', ff) 

l/r^4- r'® — 2 r r' cos (^' — d) 


(19) 


oil nous exprimerons f{r\ cViine maniere bien connue, 
par une integrale definie (voir Ramus: Diff. et Int., p. 82), 

savoir 

/(/, ff) = ^ Jf (r', <P) cos m {ff- (fi) dd’ . (20) 

2* designe ici une somme etendue a toutes les 
valeurs entieres et positives de m , le premier terme 
devant etre divise par 2. Le second membre de (18) se 
presente par ces substitutions sous la forme d'une inte- 
grale quintuple, oil nous remplacerons S jDar et 

6' par ^-4-/9'+^, sans pourtant changer les limites 
de I’integrale; cosm{ff—^) sera done remplace par 
— mais, comme les termes qui con- 
tiennent siu^nO et sin-m^' s’evanouiront dans I’integration, 
on pent rem placer cosm{ff-\-S + ^ — ^^0 par 

cos m6 cos^? 2 ^' cos m {<p — (p). 


Si Ton pose, pour abreger, 
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^(r) = 

y } 1/'^*®+ r '^ — 2 r r' cos 

t/'o t'o ' 

F sera exprimee par 

cos 


F 




cos 6^ 


Ici nous pouvons employer les forinules trouvees 
anterieurement, car nous aurons d’apres (5) 


(P{r) = 41 


dq' 




et d’apr^s (6) 

i^'jo ^27: 


S r^dr'f(f(f) q''^^ 
]/r'^— 7'^ 


H 27r ag 

.70 <p{r)(tosmd _ A dq [ rdr<P(r) r 

Vp^-\- — 2pr cos (9 \ l/j®— j/ \ I/g®— 

0 *JP «.'o 


1 pm 

2 m ’ 


et par consequent I’expression de F sera 

r%g (%r 

rdr I (^ 2 ^ W' dr' f{r\(p’) 


Mais, d’apr^s (8), on a 


'iq (hr 

^ rdr y ^2V(gO _ 5. 
j V" 2“ — j I/^*^ — 2^^ ^ 




Par suite, I’expression ci-dessus se transformera en 

l+TT 


'^S 


F == 8 J> \d<p cosmic 1^. 
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Si nous differentions par rapport k jj. nous obtien- 
drons 

Gomme on a de plus 


( 

d(p cos m — (fi) \ 




1 + 1 


qdij y'(g) 


et 


S jK/g d (p'{q) 

P 


d \ dq y(g) 


S IM 

0T-f 

P 




1 


^2wi + l ’ 


si i’on ditferentie de noureau Texpression ci-dessus par 
rapport a on aura 


p dp y dp ) 


d(p COSWZ(y? — 





Si Ton remarque que la derniere pai’tie de Tintegrale 
1 S'F 

est egale ^ ^ faisant passer ce terme au 

premier membre de Tequation, on obtiendra 


li./ 

p dj; dp ) ' pr dtp'^ 



dcj[ d 



Ici il faut substituer, d’apres I’expression trouvee 
ci-dessus de <p\q^)^ 
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j2»> \ r'™’ 


et nous pourrons nous servir de 1’ equation (11), si nous 
remplagons r par (p{y) par ‘ , pour reduire le 

second membre de I’equation (31), qui deviendra 






Mais, d’apres (20), cette expression est identique a 
— 45rY(i>,f), 

de mani§re que I’equation (21) se reduit ^ 

1 8 I dF\ .IFF , 
p dp V dp ) / V (--) 

Le probl6me est done resolu, cai' ici f{p,^) est 
exprime, au moyen de F, et si I’on introduit la valeur 
(18) de F, on aura 

^ 1 / 1 d d 


. 1 / I d d 

fiP^f) ^dp 

r$«y 1^2 ” 

^XnLrL 

FVM VP 


■ 4 , 4 ^] irrirA (23) 

^ P' df ) \ 1 r — 2j>r cos {6—<p) 

i/O VO 

En introduisant les coordonnees rectangulaires , on 
tirera de I’equation de depart (1), ou 




T+{/3-/9') 


, (24) 


d’apres le resultat trouve 


‘NOTE 6. /■(»,«/) = + 



347 




On pent ecrii'e le second membre de cette equation 
sous une forme plus commode pour le calcul, en rem- 
plagant a par a-\-x, ^ par puis effectuant les 
differentiations indiquees et enfin rempla^ant de nouveau 
par a, par par ou Ton obtiendra 



D’une maniere analogue on transformera (23) en 





dd 


Ipr cos (d 


=(- 
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NOTES. 


NOTE 1. On a 

^277 COS md do cos mO do 

\l/l + a® — 2flCOS^ '^\l/l + «* — 2«cos^ 

t/0 C'O 

2 a sin m6 sm6dd 

~ '^Wl + a*— 2acos^>f 


Mais, d’apres un theoreme bien connu de Jacobi, on 

aura 

sin(w arc cos a?) 

~ ^ ’ dx”’-^ 1.3-5...(2m — 1)’ 


et pai‘ consequent, en i-emplagant dans I’expression ci- 
dessus cos 6 par x, 


u = 


. 3.5 


1)^-1 ^ 

. .. (2?w-— 1) J_i dx^-^ 


\Vl + a^-^axf 


Jx. 


En integrant ici {m — 1) fois par parties, on obtiendra 


u =. 


+1 


{\—xy^-^dx 

i2m4-l ’ 


( 1 / 1 + «= 
— 1 


■ 2aa?, 


ce qui est precisement T expression de Lorenz, si Ton 
remplace de nouveau x par cos 6. 
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NOTE 2. Comme toute la suite de ce memoire est 
fondee sui‘ le theoreme d’Abel (Oeuvres completes, tome 
I, p. 27 ) , je developperai ici la demonstration d’Abel, 
legerement modifiee. On a, en remplagant 2 ; par dz^ 8 
par 6x^ 

r 6^ (id 

y^^ey~^]{6^zr ~ yi-oy-^yi^z)-' 

**0 0 *^0 0 


Si Ton suppose ici 0<m<l, a — — a>0, 

on aura 

r ds _ r{a —m 4- s 1) r{)}i) 

y^-ey~- “ r(a+s+l) ’ 

r{a)r{l-m) 

Vl-^)”- ~ r(a_OT+l)’ 
et par suite, comme 


r(m)r(l-m) = 




Sin niTt 

sinm;r r(ce-|-g+ 1) r(g — 


;r r{a)r{a-m+s+l) 

Si Ton pose ici s ^ 0, on aura 


r 6^d8 ^z^-^dz 

]{x-8y—^]{d:=rsf^' 




sinw;T 


7Z 


C dd ^ gjz^-^dz 

\x-ey-^](e-z)”' ' 


En multipliant les deux membres de cette equation 
par f(a)da et integrant de a == a a a = 6, on aura 

S I f4X (%X nh 

\ V \af{a)z^^^da 


IL 
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( 7 ) 


Si Ton pose enfin ^{a)x^da = <p{x), on obtiendra 



Mais ici se presente cette question: La fonction (p{x) 
peut-elle ^tre tout k fait arbitraire? 

On reconnait immediatement qu’elle doit s’evanouir 
pour X = 0 et qu’elle doit ^tre differentiable. Puis on 
reconnait que, la fornmle (7) etant valable pour chaque 
terme d’une somrne, elle Test encore pour toute la somme. 
En consequence, si ^'(^) peut §tre developpe en une 
serie de puissances a exposants positifs, la serie repre- 
sentera f(x) — f{0). On peut encore conclure de la que 
la serie representera f(x) — /*(0), si f'{x) peut etre deve- 
lopp6 en une serie de Fourier. 

Si Ton pose 5 == —1, on obtiendra 


. f do di^ 


formule qui n’est valable que pour a>m. 
On en deduit 



puis, multipliant par f{a) da^ f{a) etant arbitraire, et inte- 
grant entre les limites a- et 6, 
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Si Ton pose {f{a)x^-^da == <p{x\ on aura 



Comme ci-dessus, (p (x) n’est pas tout a fait arbitraire, 
mais doit s’evanouir pour x = 0. Si I’on remplace id 
__± _± —1 I 

a?, 2! par x tn ^ ^ ^ et w\x m) par 

on obtiendra 



Pour m = -I, on trouve la formule (12) de Lorenz. 
Id <p(x) doit s’evanouir pour a? == cc et, du reste, on 
pent analyser la validite de cette formule comme celle 
de la formule (7). Si 5^(00) n’est pas egal a zero, on 
doit remplacer <p(x) par ^(rr) — 95>(co ). 


NOTE 3. Au lieu de procdder comme le fait Lorenz, 
on peut se servir d’une autre methode, qui me semble 
plus facile. On a 


Si Ton pose 


2 r Cr <p\r^ dr 


et si Ton remplace q pax pq, on aura 


a r dq 


<p{pq). 


2S* 
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-^r-jL=<L 


<p’{pg) 


Si I’on remplace id <p' par on obtiendra la for- 
mule (11). 

Par la meme methode on obtiendra 

d(r^(r)) 

Ifa£ _ i V _±_ 

Mais on a 

r 

i \__^!_ dr =- V'V'CO + 

l/r=— 2 “ 


= 2 ^ lim 1/^' — 2VW • 

j]/^“ — q ? »*=oo 

Si liml/?*® — SVW obtiendra I’expression 

r=5 0o 

de Lorenz. 

NOTE 4. Lcs differentiations peuvent §tre executees 
comme dans la note 3. 

NOTE 5. Dans la note 3, nous avons trouve que 


dp 


1 V dq 
P Jp Vt-p^ 


si \<p{q)Vq^-p\= 0. 
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De la ni§me maniere on obtient 


rzsir) 


1 \’ 


2 Jo V^—r^ 
^vi'{r)dr 


Si Ton se sert de ces deux foirmules, on obtiendra 


c? i dq^ r raQ 


g(»') ,7 _ lC °°gt^g d ^rrsjr] 


si dans la formule (I) on pose 




et si Pon se sert ensuite de la formule (II), Pexpression 
prendra la forme 

lp2’<^2 rV(r)d?- 
\vj=^ ' 




En executant sur cette expression P operation 


on obtiendra 


1 d^i^dq ^•^\r)dr 
et, si dans la formule (I) on pose 

Va — i ’' *^2 ® Jo ’ 


on trouvera 
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oil Ton suppose que 


== 0 . 

p 

Si Ton se sert de nouveau de la formula (II), on 
retrouvera I’expression (14). 


qV^—p^ 


^'m'{r)dr 


NOTE 6. On pent demontrer la proposition de 
Lorenz d’une maniere diff^rente et plus facile. 

Si Ton a donne la densite superficielle f{x^ y) de 
chaque point (x.y) du plan z = 0^ le potentiel d’un 
point arbitraire du plan sera 





dad^'f{a, 

V(x—aJ^{y—^) 
00 


2 9 


et de m§me le potentiel d’un point arbitraire de I’espace 
sera 


n{x, y) 



dad^f{oi^ / 9 ) 


00 


Mais en supposant que 




soit une quantite finie, le theorem e de Lord Kelvin met 
en evidence qu’il n’existe qu’une seule fonction satis- 
faisant, comme /7, entre les limites de I’integrale a Tequa- 

tion ^ + = 0, et prenant pour 0 = 0 les 

memes valeurs vi{x^y) que U. Or la fonction 
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n -foo 

a (a, ^)dad 

V{x — a)‘+{y — 
00 


0) da 


satisfait a ces conditions. Par consequent, on aura 

r 4 +oc ^4- 00 


\ \ dad0f{a,l: 
\ y(a:-af+(y — 

40 — oo 40 — 00 

S +oo ^i+oo 

.. 


/?) 


©(a, /?) dadj 9 


V(x — ay-\-(:y — 0y^s^ 


et comme 


n+oo 



— 00 

■f(^ I _i— .£!_C- P) ^ 

- ^^8Av(c,-ay^(y- 

4 / 30 


dad0fia,0) 


iz = 0 

= f (aj, y) , 


2=0 


/S/+^ 


Mais comme 


^ ^ ^ . 


on aura 


/"(«, y) 


f^-^ec f4+=o 

1 / I I dadi 

40 — 00 ty— 00 


da dj9 CO (a, 


-dy+{y-- 0 y 




SUE L’EYALUATIOE DES AIRES. 




SUE, L’^IVALUATION DES AIRES. 

MATHEMATISK TrOSSKRITT 1864, P.3S-38. 

L evaluation de Taire d’une surface peut ^tre ramenee 
a revaluation du volume d’un corps infiniment mince, 
de meme forme que la surface, car le volume divise 
par Pepaisseur du corps, qui est supposee partout la 
meme, donnera Paire de la surface. Comme cette con- 
ception peut offrir des avantages pratiques, ainsi que le 
montre, a mon avis, Pexemple suivant, j’espere qu’il ne 
sera depourvu d'interet d’en faire une etude plus detaillee. 

L’equation de la surface donnee est 

u = F{x^y^z) = 0 . 

x-\-h, z-\-l etant les coordonnees d’un point 

situe infiniment pres du point a?, ?/, 0 sur la normale a la 
surface en ce point, on aura 

et de plus 

li k I e 

du du du. V ' 

dx dy dz 

ou 


et 


'-l/(£)‘+(S)+(£)- 
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c est la distance du point a la surface. 

Au moyen des valeurs de A, k, Z, determinees de 
cette maniere, on obtient 

F {x — j“ A , y — |— k ^ z — j— Z) = V s m 

Si Ton se deplace de cette maniere a une petite 
distance de la surface, dans la direction de la normale 
a un nouveau point x,y^z^ la valeur de la fonction — 
variera de 0 a e, et, pour un point situe sur cette nor- 
male, a une plus petite distance de la surface, la valeur 
u 

de - sera comprise entre 0 et e. 

Pour chaque point x^y^z appartenant au corps in- 
finiment mince ayant meme forme que la surface et une 
epaisseur constante e, on aura done 


Le volume d’un corps peut etre obtenu par som- 
mation de tous les elements de Fespace illimite, multi- 
plies par un facteur qui est egal a 1 pour tous les ele- 
ments appartenant au corps et egal a zero pour tous 
les elements situes en dehors du corps. Gomme facteur 
de cette nature, on peut prendre, par exemple, I’integrale 
definie 



7C 


arc tg 


liv 


, u 
arctg^ 


si I’on fait, apres I’integration , converger 1i vers zero; 
car on aui*a dans ce cas 
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et 


axctg-^ 


arctg^ = 


TT ^ 'll 

^pom- s>- 

Tl U 

— -f pour e<-, 


Y pour->0 
— T pour-<(). 

-a 6 


Les deux termes sent done en menie temps 6gaux 


> 7Z 

SI 




au contraire ils seront de signes contraires poux* toutes 
les autres valeurs de ~ , et par suite ils se detruiront. 
En consequence, on aura 


i T dav^h 
7:^{u — a'oY-\- v~1r 

selon que le point x^y^z est situe a Tinterieur du corps 
ou a Texterieur. 

Le volume du corps se trouve en multipliant cette 
integrale definie par dxdydz et integrant dans tout 
Tespace illimite; Paire de la surface est done ce volume 
divise par I’epaisseur e du corps. Par consequent on aura 



A - -UfeUU 

oot'o 


da • 


{u--avY-\-v^U 


Mais, comme s est une quantite infiniment petite et 
comme on a, en general, pour une fonction arbitraire ^(e). 
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£ 

on aura 

A = — \dx\dy 

00 t / — 00 

II va sans dire, qu’on ne doit pas integrer par rap- 
port a X entre — oo et + oo , mais seulement entre les 
limites qui correspondent k deux plans donnes, dans le 
cas oil Ton ne cherche pas Paire totale de la surface, 
mais bien Paire limitee par deux plans, que nous sup- 
poserons paralleles au plan des yz. 

Dans Papplication de la formule (1) a Pevaluation 
d’une aire, on ne doit pas perdre de vue que h est une 
quantite infiniment petite et que, par suite, tous les 
elements de Pintegrale s’evanouissent, a moins que u soit 
en meme temps infiniment petit. C’est pourquoi Pon 
pent, soit conserver la forme des coefficients de h et 
coinme fonctions de trois variables, soit exprimer ces 
coefficients en fonction de deux variables en ^liminant 
la troisi^me variable au moyen de Pequation = 0. 

La formule trouvee pour A peut aisement §tre 
ramenee a la forme ordinaire, si nous multiplions le 
numerateur et le denominateur par et si nous posons 


r 


v^h 




(1) 


du ■ 


A = — 


1 ^+00 [^ ] gr 


dz-. 


wu 

fj-_oot/_oo«/ — 00 




ou les crochets [] indiquent que est eliminee au moyen 
de Pequation u 0, 
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En integrant par rapport a z, nous obtiendrons 



Ms'* 


= arctg 


u 

MI’ 


integrale qui est egale a tc toiites les fois que ti prend 
la valeur u = z parcourant toutes les valeurs de 
— 00 a + CO. Par consequent, on aura 


A = 



( 2 ) 


en m^me temps que ii = 0, de maniere que les limites 
de I’integrale deviendront les valeurs extremes de x et 
2 /, admissibles sous cette condition. 

Gomme exemple de Papplication de la formula (1), 
nous prendrons revaluation de Taire d’un ellipsoide. 

Nous aurons ici 




et, par suite, 


Si nous posons 


^ = r cos^, 1^ = rsin^cosfy, %== rsindsmco, 
a 0 c 

nous obtiendrons 


dxdydz = smd d8 dr d(o ^ 

de maniere que Taire de la surface totale de Tellipsoide 
deviendra, I’integrale ^tant etendue a tout Tespace illimite, 
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^00 ^ 

. , C . 4r^ 

A = — ^ Y*® «r y m ^ 


Ty+47F 


a“ = «^cos"^ + Z)^siV6?cos‘*cy 


Gomme tous les elements de cette integrale s’eva- 

1 

nouissent a moins que aV® — 1 = 0 et par suite r = —, 

a 

on peut substituer cette valeur dans les coefficients de 
h et de et Ton pourra de plus poser 

ar ^ — 1 — {ar^i)(ar — 1) = 2 (ar — 1). 

De cette mani^re on obtiendra 


A = 



h 

a^(a\ar—iy+f^")' 


formule qui, apres Pintegration par rapport a r, se re- 
duira a 



Si Ton introduit ici la valeur de a indiquee ci-dessus 
et si Ton effectue Pintegration d’abord par parties par 
rapport a ^ et puis completement par rapport a tw, on 
parviendra sans difficulte aux resultats connus. Le re- 
sultat peut s’obtenir plus facilement sous une autre forme 
de la maniere suivante. 

On a 


111 

^4 ^4 

a , a . OL 
d(a^)'^ d{lf) 



et par suite 
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,, a‘b^C^f d , d , 6 

En integrant d’abord par rapport a a>, et appliquant la 
fornuile 

dw 2;r 


COS" a)-\~n^ n 


on obtiendra 
rv^ 


i 27 r 

\sm6d6\— = SttV - - — . .. . z^r , 

J J jl/a^cos’'^/+6^sin“^l/a®cos’‘^ + ^^sin®^ 

integrale qui pent toe immediatement mise sous forme 
d’integrale elliptique par la substitution 

c 


cos^ = 




ou nous supposons a>h>c. L’integrale ci-dessus se 
reduira ainsi a 


4 w 


y 6 “(a=-(^“)— a*(i*-c”) sin^’ 


ou w = arc cos-. On aui-a done 


ada'bdb c5c / yj‘(a — c")— a“(5*— d) sin^’ 

t,'o 


A = — 2ffaW^-l + X-4--^'lC- 


ce qui pent, avec la notation ordinaire des integrates 
elliptiques 

s’eerire de la fagon suivante 

A 2;ra6c-(^ + j^ + ^j^^;^=. 


n. 


24 




SUE 

LE MOTJVEMENT PEEMANENT 

D’OT LIQTJIDE. 


24 * 




SUR LE MOTIVEMENT PERMANENT DW LlftUIDE. 


TIDSSKJRrFT FOR MATHEMATIK 1866, P. 65-74. 

Quand le mouvement d’un liquide parfait est devenu 
permanent, la vitesse du liquide est en chaque point 
constante en direction et en grandeur, et toutes les parti- 
cules du liquide qui passent par le m§me endroit doi- 
vent avoir le m^me mouvement et decrire la meme 
courbe. II est bien connu que la pression p exercde 
sur chaque particule d’une telle courbe peut etre deter- 
minee, a savoir par Teguation 


p pg^-^ph'^-rC, 

on p est la densite constante du liquide, g la pesanteur, 
qui est supposee la seule force acceleratrice, agissant 
dans la direction negative de Faxe des 2 ? et h la vitesse. 
Si la constante C est eliminee au moyen des valeurs 
correspondantes d’un point donne de la courbe, 

I’equation peut s’^crire 


P—P. = — — /(o)- (1) 


Mais tandisque la pression est de cette maniere 
determinee pour tous points de la mtoe courbe, decrite 
par une particule du liquide, I’equation (1) n’apprend 
rien sur la pression en general d’un point du liquide, 
car les constantes peuvent varier d’une maniere par- 
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faitement inconnue, dans le passage d’une courbe a 
une autre. 

Nous ne pouvons, par exeinple, rien conclure de 
cette equation, pour la pression d’un liquide qu’on a 
fait tourner autour d’un axe fixe, et la supposition que 
toutes les constantes fussent les mtoies pour toutes les 
courbes amraerait a des resultats faux. 

Au contraire, I’equation a, comme on sait, ete em- 
ployee avantageusement a la determination de la pres- 
sion en tout point d’un liquide qui, par une ouverture 
tres petite s’ecoule d’un vase, et c’est pourquoi Ton 
doit rechercher dans quels cas il est permis de faire 
une telle application de Tequation. 

Les mouvements permanents peuvent etre divises 
en deux especes, a savoir les mouvements en courbes 
fermees et en courbes infinies. Les premiers ont 
lieu dans le cas d’un mouvement permanent propremerit 
dit, produit en un espace fini et limite; car chaque 
particule du liquide doit ici, pendant la duree infinie du 
mouvement, finir par repasser en un point ou elle est 
deja passee anterieurement et, par suite, decrire une 
courbe fermee. II est evident qu’on ne peut pas, dans 
ce cas, employer I’equation (1) a la determination de la 
pression en general. 

Dans le second cas, ou les espaces parcourus de- 
viennent infinis, ce qui suppose le liquide illimit6, le mouve- 
ment peut, soit s’etendre a toutes les particules, et dans 
ce cas nous ne savons encore rien de la loi d’apres 
laquelle la pression varie d’une courbe a une autre, soit 
etre limite par la condition de n’atteindre a une gran- 
deur appreciable qu’a I’interieur d’une portion limitee 
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de I’espace, tandis qu’il s’evanouit au voisinage des limites 
de ce domaine. 

Dans le deraier cas, la pression pent etre deter- 
minee en genM ; car, dans ce cas, chaque particule du 
liquide qui participe au mouvement a du, dans la suite 
infinie des temps, passer en un point de Tespace ou le 
mouvement etait infiniment petit; aussi pouvons-nous, 
dans I’equation (1), egaler a zero, tandis qu’on, a d’apres 
la loi hydrostatique, 


Po = 

ou 0 est la pression exterieure sur le liquide, le plan 
des xy passant par la surface du liquide dans le mtoe 
endroit.* Nous supposons, dans ce qiii suit, que cette 
pression est constante, 

On aui‘a done 

p — TS = —pgz — lph\ ( 2 ) 

equation qui ne contient plus (le constante susceptible 
de varier d’une courbe a I’autre et par laquelle la pres- 
sion est, en consequence, determinee pour tous les points 
du liquide, II va sans dire que la surface libre et 
toutes les surfaces de niveau sont determinees par cette 
equation, e’est-a-dire par la vitesse h. 

On pent evidemment faire une application approxi- 
mative de ce resultat dans des cas tres nombreux, savoir 
dans tous les cas ou le mouvement d’un liquide n’est 
constant que pendant un certain temps et ou, en outre, 
les courbes decrites par les particules peuvent etre con- 
siderecs comme ayant pris naissance a des endroits ou 
le mouvements est tres faible, ce qui, par exemple, a 
lieu pour un liquide qui s’ecoule d’un grand vase par 


* NOTJS 1. 
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un petit orifice place au fond. II faut pourtant que 
le mouvement du liquide soit negligeable a une distance 
suffisamment grande de cet orifice, et que par consequent 
le mouvement du liquide ne soit pas un mouvement de 
rotation. 

De plus les conditions peuvent etre realisees en 
d’autres cas, comme par les mouvements des corps 
parfaitenient liquides dans des canaux, dans des fon- 
taines, etc. Mais il va sans dire que, si Ton veut ap- 
pliquer la theorie aux liquides reels, on doit, selon la 
nature du probleme, tenir plus ou moins de compte du 
frottemeut. 

A present nous pouvons avec surete faire un pas 
en avant, en retenant les conditions de validite de 
Tequation ti'ouvee. 

Si Ton pose pour abi'eger 

— — Z3) — 5-2 = 2, 

Pequation (2) se reduira a 

q = i/i" = (3) 

o\x u, V, to sont les composantes de la vitesse suivant 
les trois axes. Les equations generales de Thydrodyna- 
mique, dans le cas des liquides en mouvement perma- 
nent, peuvent, avec les notations introduites ici, s’ecrire 


^ _ 

du 

-\-v 

du 

-{-w 

du 

dx 

“to 

dy 

"to’ 

dq 

dv 


dv 

-\-w 

dv 

ly ~ 


-f® 

dy 

"to ’ 

dq 

dw 

+® 

dw 

-\-to 

dtD 


“to 

dy 

"to • 


( 4 ) 
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Si, de mtoe, on deduit de (3) les derivees de on 
obtiendra par comparaison 


dv , dio du , du 

dx ^ dx dy ^ dz 

etc., par ou I’on parvient a ces deux equations 

dv dw die du du dv 

dz dij dx dz dij dx 

u V tv ‘ 


( 5 ) 


On a de plus I’equation de continuite 
du dv , dw __ . 


( 0 ) 


On peut remarquer le cas particulier ou les nume- 
rateurs des equations (5) peuvent s’evanouir et ou, par 
suite, w, V, w deviennent les derivees de la meme fonc- 
tion par rapport a x^ z, cas qui a ete considere a 
plusieurs reprises. II est bon de remarquer que e’est 
precisement le cas d’un liquide qui s’ecoule d’un vase 
par une ouverture circulaire, sous les conditions enon- 
cees ci-dessus; car on trouve facilement dans ce cas 

^ ^ = 0*, et pai* consequent les autres numera- 

teurs des equations (5) doivent aussi s’evanouir. 

Pour mieux mettre en evidence le sens des equa- 
tions, nous introduirons un nouveau systeme de coor- 
donnees, compose de trois systtoes de trajectoires ortho- 
gonales, qui par consequent se coupent partout sous 
des angles droits. 

Soient pour axes coordonnes les lignes d’intersec- 
tion de trois surfaces fixes, savoir OA^ OB, OC, 0 etant 
I’origine; la position d’un point est determinee par les 


* NOTE 1. 
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trois segments a, e detaches sur les trois axes par les 
surfaces trajectoires qui passent au point considere. 

Soient /9, y les arcs 
des courbes d’intersec- 
tion des trois surfaces 
trajectoires, comptes du 
point aux surfaces fixes 
coordonnees. Leurs 
prolongements, les ele- 
ments da^ dy^ font 
entre eux des angles 
droits, et soient 
les cosinus des angles 
qu’ils font avec I’axe 
des X d’un systeme plan et rectangulaire de coordonnees; 

ceux des angles qu’ils font avec I’axe des y; 
relatifs a I’axe des z, C’est ce que re- 
presente le tableau ci-dessous 


sc 

y 


oil, comme on sait, la soinme des carres des trois quan- 
tites qui se trouvent dans une rangee horizontale ou 
verticale est I’unite, tandis que la somme des produits 
de deux quantites voisines dans deux rangees paral- 
lyes s’evanouit. 

On aura done, si a, 6, c sont choisis comme variables 
independantes et si <p designe une fonction quelconque 
de a, 6, <?, 

d<pda . dtp db , d<p dc 

dx dadx' db dx dc dx‘ 


da d}3 dy 


h 

h 

h 

mi 

yn2 

ms 

ni 

712 

nz 


C 
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Si Ton pose ensuite 

dci _ * 

Ta.~ ^ ^ ’ 

on aura 

da 7 7 7 

to “ to “ to “ -’ to ~ “■ 


* NOTE 3. 


Par consequent, on aura 


d<p , 

^ da 


^ + to’ 


d(p 


VW , 


to’ 


^ - rn ^-i-^n -^-^sn ^ 
to ‘ ‘ 8a ^ ’ to ' * ’ 8c ’ 


( 7 ) 


oil les deux dernieres equations sont formees pai* syme- 
trie. Si Ton multiplie ces equations respectivement par 
w^, et qu’on les additionne, on obtiendra la premiere 
des equations suivantes: 


°'to “ '‘to+ ‘to’ 

®‘to ~ ^»to + '"‘% + ”‘to ’ 


®»to "" ^»to + ”''«to“^’'’to’ 


d(j) , (9<£? 

i 1_ ^3 _1_ * 

dy 


( 8 ) 


les deux dernieres s’obtiennent d’une maniere analogue. 

Du reste, on peut encore deduire irnni^diatement 
ces trois equations. 

II faut encore se servir du developpement suivant. 
Comme les trois systemes se coupent suivant leurs lignes 
de courbure, ainsi que I’a demontre Lame, les deux 
droites qui, par example, sont menees normalement a 
la surface ay aux deux extremites de I’dement da se 
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couperont en un point. Si d est Tangle infiniment petit 
forme par ces deux lignes, ^ sera la courbure de Tare a 

dans la surface Tan- 
disque Tune des deux 
droites fait un angle droit 
X avec da^ Tautre fera Tangle 

^ ^ avec le prolonge- 

ment de cet element et, 
rectangu- 

/ ^ laires, des angles dont 

/ dl 
/X les cosinus sont da, 

/X ^ ' da 

^ , bm,j , bn.j 

Par consequent on aura 
cos (1 + *^) = \ 

et, par suite, comme B est infiniment petit et 

= 0 , 


ou bien 


rl„ \ 'l/)„ ^ 


/, d\ . dm^ 8n^\ 


Mais cette courbure peut encore etre determinee 
d’une autre maniere; car on trouve facilement par la 
figure 

^ da — da' _ d{da) 

° ~ ~ df- 
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Si Ton introduit id les valeurs 


on trouvera 


, da , db 

da = — ei dQ =- — , 


o = -\-y^da^ 
. e\dh 


et, par consequent, la courbure est determinee par 


— = 

da s^db ' 


( 10 ) 


Les deux equations (9) et (10) donnent done 




da 


5^1 

si 8b 


( 11 ) 


Ges considerations fmies, nous reviendrons a nos 
equations hydrodynamiques (4), et, supposant que les 
courbes a soient les chemins parcourus par les particules 
du liquide*, nous poserons 


u = V = w = /m^. 

On doit id remarquer que les courbes a ne deter- 
minent pas seulement les surfaces py, qui partout font 
des angles droits avec ces courbes, mais encore les 
deux autres systemes de surfaces, car ces deux systemes 
doivent passer par les lignes de courbure des surfaces 
D’apres (7) on a en general 


J±^J±4.J±- 

dz - 


hs. 


de manid'e que les equations (4) se transforment en 


dx 


_ j,, 8{u;j di _ j d{hm;) ^ 
” ^ da ' dy~ ‘ 


da 


I 

"" da ' 


* NOTE 5. 
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d’ou Ton deduira au moyen des equations (8) et des 
relations connues entre les quantites I, n 



Si I’on compare la seconde equation (12) avec I’ex- 
pression (9) de la courbure de la courbe a dans la sur- 
face on reconnait que le second membre de (12) est le 
carre de la vitesse, multiplie par cette courbure, et par 
consequent egal a la force centrifuge dans la direction 
opposee k resultat qui, du reste, pouvait §tre prevu. 
Une remarque analogue peut eire faite sur la troisieme 
equation ci-dessus. Ges deux equations peuvent de plus 
au moyen de (11) etre transformees en 

db~e,db^ dc~ ejc' 

L’equation de continuite (6) peut etre transformee 
d’une maniere analogue; mais on obtient plus vite le 
meme resultat, si Ton i*emarque que, d’apr^s la conti- 
nuite, hd/3dy doit etre invariable pour tons les points 
d’une courbe decrite par un courant et par consequent 
fonction de et c seuls. Ainsi Ton peut poser 

h = f{b,c)e^e,. (14) 

Si maintenant nous considerons I’espece particuliere 
de mouvement pour laquelle est valable I’equation (3), 
q = nous trouverons, en introduisant cette valeur 
de q dans les equations ci-dessus, que la premiere equa- 
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tion devient identique et qu’inversement elle entraine, 
par integration, {’equation (1), tandis que les equations 
(13) donneront 

hdb sdb^ h~dc~ e,dc^ ^ ^ 

d’ou Ton deduit par integration 

h = F{a)e,, (16) 

F etant une fonction arbitraire. 

Ge resultat qui, combine avec (14), fournit les lois 
du mouvement et qui le determine completement, les 
conditions necessaires etant donnees, pent toe rendu 
plus intelligible par les considerations suivantes. 

Le mouvement d’une particule d’eau pent ^tre con- 
sidere comme une rotation autour d’un axe parall^e a 
passant par le centre de courbure du courant situe 
sur le prolongement de dj9 et, de mdme, comme une 
rotation autour d’un axe parallele a d^ et passant par 
I’autre centre de courbure, situe sur le prolongement de 
dj. La Vitesse angulaire de la premiere rotation est, si 

Ton se sert de la notation 8 employee ci-dessus, ou 
d 

si da est le chemin parcouru par une particule 
d’eau dans le temps dt Si Ton s’imagine qu’une par- 
ticule d’eau de la courbe a est liee par une ligne c?/9, 
normale a la courbe, avec la particule la plus proche de 
la surface ay9, cette ligne se deplacera dans 1’ element 
de temps dt et formera I’angle — avec sa position 
primitive, la direction positive etant comptee de la mtoie 
maniere que ci-dessus, pour la determination de la 
courbure. La vitesse angulaire de la rotation de cette 
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ligne est done 

m 

~~ 8b 

Mais, d’apres Tequation (15), combinee avec (10), 
on a 

dh , , d 

dh ^ dh ^ da'' • 

d’ou ressort ce resultat remarquable , que cette vitesse 
angulaire est precisement egale et opposee a celle de la 
particule autour du centre de courbure situe sur le pro- 
longemerit de d^, line proposition analogue est valable 
pour la rotation autour de Tautre centre de courbure 
de la courbe du courant, et ces deux resultats, qui peu- 
vent reniplacer les equations (15), contiennent done, 
conjointement avec I’equation de continuite, toutes les 
lois du mouvement du liquide. Un corps flottant libre- 
ment dans le courant doit done, en gfeeral, ^prouver une 
rotation inverse de celle du courant, ce qui est precise- 
ment le contraire de ce qui arrive a un liquide, lors- 
qu’il eprouve une rotation uniforme autour d’un axe fixe. 

Les expressions (14) et 16) de la vitesse peuvent 
etre employees a la determination graphique approxima- 
tive, abstraction faite du frottement, d’un courant dans 
un canal. Si I’on suppose que le fond est plan, il pent 
etre pris pour le plan coordonne fixe AB^ et comme 
les courbes des courants ne different que peu du plan 
horizontal on pent, comme premiere approximation, sup- 
poser dy constant et egal a do pour tous points de la 
surface AB. On a done ici == 1 et le mouvement 
sera d’apres (14) et (15) determine par 

h = F{a)e, = 
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Pour ^ = 0, on a = 1, et pour a = 0, = 1, 

de mani^re qu’on peut encore ecrire ces equations sous 
la forme 


^ l=-(ida r-,-,a 

[A] ^ = [/»] 


0 dh 

w 


Qu’on imagine des segments egaux a da et dh port^s 
sur les axes fixes, et inversement proportionnels aux \i- 
tesses, de maniere qu’on ait 


[A]' "da = [7^]“ "db-, 
alors on aura da 

Les trajectoires orthogonales, dont Tune represente 
les directions des courants , formeront done partout 
des carres, si leurs traces sur les axes fixes sont mar- 
quees a intervalles infmiment petits, inversement propor- 
tionnels aux vitesses aux points consideres, et les c5tas 
de ces carres seront aussi inversement proportionnels 
aux vitesses. 

Par consequent, si les conditions liinites necessaires 
sont donnees, on pourra determiner graphiquement la 
direction et la vitesse du courant; mais il va sans dire 
qu’on doit ici remplacer les carres infiniment petits par 
des carres petits, mais finis, et construire les trajectoires 
orthogonales de maniere a satisfaire aux conditions donnees. 
II faut pourtant remarquer que cette methode de con- 
struction peut facilement entrain er une accumulation 
d’erreurs et par suite, conduire a des resultats incertains. 
G’est pourquoi I’on ne devra I’employer qu’avec precau- 
tion. 


n. 


25 
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NOTES. 

NOTE 1. On suppose qu’une partie de la surface 
est en repos et par consequent plane, et qu’on fait passer 
le plan des xy par cette partie de la surface. 

NOTE 2. La vitesse sera en chaque point dirigee 
suivant une droite rencontrant la verticale qui passe par 
le centre de I’orifice et ne dependra que des distances 
du point considere b cette verticale et a la surface libre. 

NOTE 3. On ne ddsigne pas ici par la derivee 

partielle par rapport a a, /9 et 7- dtant constants, mais la dd- 

rivee suivant la direction de a • et -?r- ont des signi- 

op oy 

fications analogues. 

NOTE 4. Lorenz parle ici et dans ce qui suit de 
la courbure d’une courbe dans une surface sur laquelle 
elle est tracde. H resulte de son texte qu’il a en vue 
la courbure de la projection de la courbe sur le plan 
tangent a la surface au point considdre. 

De mdme, quand il parle des divers centres de cour- 
bure d’une courbe, il entend les centres de courbure 
des projections de la courbe sur les diffdrents plans qui 
passent par la tangente au point considerd. 

NOTE 5. Lorenz dit qu’il prend pour courbes a 
les chemins parcourus par les particules du liquide. 
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G’est en general impossible; car on ne pent pas, en 
general, construire une surface qui passe par un point 
donne d’une des courbes et qui coupe ces courbes par- 
tout a angle droit: m^me dans le cas ou Ton peut con- 
struire une famille de surfaces jouissant de ces proprietes, 
elles ne peuvent, en general, apparteiiir a un syst^me 
de surfaces orthogonales, a moins que leur paramtoe ne 
satisfasse a une certaine equation aux derivees parti elles. 

Si les surfaces de niveau q == const, sont perpen- 
diculaires aux courbes du courant, on doit avoir 

dq dq dq 

dx dy dz 

n v %o 

ce qui entraine 



equation qui est incompatible avec I’equation (5), a moins 
que les numerateurs de (5) ne s’evanouissent. 


25 * 




SHE LA E^SOLTJTIOJf 


DES EQUATIONS ALOtoQTJES 

AU MOTM DE SUSIES 
EE D’fflTllGEALES D^FIMES. 




STJR LA RESOLUTION DES EttUATIONS ALGEBRIQUES 
AU MOTEN DE SERIES ET D’INTEGRALES DEFINES. 


TIDSSKKIFT FOR MATHEMATIK 1867, P.71-80. 


Soit proposee I’equation 


^ ( 1 ) 

a resoudre par rapport k x; on pourra, comme on sait, 
se servir de la serie de Lagrange 


fix) = fia) + ^ia)fia)l + ... 


d”-^i<pia)^f{a))r 




n\ 


qui exprime non seulement x^ mais une fonction quel- 
conque f{x) au nioyen de a et de y. Dans Tapplication 
de cette serie, on rencontrera pourtant une difficulte 
double, 1° parce que la serie devient souvent divergente; 
2° parce qu’elle ne donne qu'une seule racine de I’equa- 
tion. C’est pourquoi il ne sera pas sans inter^t d’exa- 
niiner la question plus en detail II me semble impor- 
tant avant tout d’obtenir des series convergentes pour 
toutes les racines des equations algihriques^ dont la re- 
solution n’est en general qu’approximatiye. 

Pour appliquer la serie de Lagrange a la resolution 
de I’equation 

afl — x-\-a = 0, (3) 


seul type d’equation algebrique dont nous nous occupe- 
rons ici, nous devons dans I’equation (2) poser 
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+ -P 


tj = I, ^(a) = 

et a;, ou une puissance de x, sera done determinee pai* 
la serie 


Si I’on se sert des signes de sommation et des 
fonctions T, cette serie peut etre ecrite sous la forme 



r(p-l-n(s-l)+l)r(n+l) 


^p+n(g-i)^ 


( 5 ) 


)i devant parcourir toutes les valeurs positives et en- 
tieres de 0 jusqu’a oo. On peut en outre obtenir une 
expression analogue pour logo; au moyen de I’equa- 
tion ci-dessus, par exemple en faisant converger vers. 
0. Si p est negatif, la formula est encore valable, pourvu 
que la fonction F soit definie de maniere a verifier 
encore la formule 

ar{a) = jr(a-|-l) 


pour a negatif; car alors les valeurs de la fonction pour 
« < 0 sont determinees par ses valeurs pour a > 0. 

La serie trouvee de cette maniere devient pourtant 
divergente aussitot que la valeur nuraerique de a depasse 
une certaine limite, et Ton trouve comme a I’ordinaire, 
que la condition de convergence est, abstraction faite 
du signe, 

( 6 ) 

De plus la serie n’exprinie que la racine qui s’evan- 
nouit en m§me temps que a, tandis que Pequation a 
encore j—1 racines differentes qui ne s’evanouissent pas 
avec a. 
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Pour trouver un developpement convergent qui re- 
presente toutes les racines de Pequation, nous partirons 
de r equation plus generate 

1 = - 1 . — I — (7^ 

d’ou nous deduirons pour toute function de x deux 
series, procedant Pune suivant les puissances croissantes 
de if ^ Pautre suivant cedes de z. Ges series peuvent 
etre obtenues au moyen de la serie de Lagrange, gene- 
ralis^e par Laplace; aussi pent- on dire que nos r6sul- 
tats sont contenus dans cette formule, bien qu’on n’ait 
pas encore, que je sache, fait cette remarque. 

Cependant, comme la forme symetrique de Pequa- 
tion ci-dessus rend les calculs considerablement plus 
faciles, je prefere donner une demonstration directe des 
series cherchees. 

En dififerentiant Pequation donnee par rapport a y 
et on trouve 

0 1 ^ 

0 1 

(p{x) \ (p (xf ‘ (p (xy / dz ’ 

et par consequent 

= (s) 

Si nous avons de plus deux functions f{pS) et F(x) 
developpables en serie suivant les puissances croissantes 
de 2 f, savoir 

f(x) = 

F(x) 
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on obtiendra en differentiant respectivement par rap- 
port a z et y 


, 6x 






z 

T"*" 


Si la fonction F est determinee de maniere a ren- 
dre ces deux series identiques, on aura 


et 


dy' dy' 


d’od I’on tire, par comparaison avec 1’ equation (8), 

f\x)(p{x) ■= F'{x)(l!(x). (9) 

Les coefficients et 5, peuvent §tre exprimes par 

ou ^ d^signe la valeur de x pour z = i), /9 est done 
d’apres (7) une racine de Tequation 

m = y- ( 10 ) 

Nous avons done 


A 


Us = F'(S't^ = <P{^) dfW) 

dy dy <j){0) dy ’ 


et nous pouvons determiner car ce coefficient de- 
pend de la meme maniere de F que de f; e’est 
pourquoi nous aurons 


_ <pi^d^_ (<pmvdm 
‘ m dy \m) % ■ 
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Ensuite la valeur de se deduira de celle de 
car est la derivee de B^ par rapport a ij. En con- 
tinuant de cette mani^re, on trouvera facilement les 
termes successifs de la serie f{x) et I’on obtiendi-a 


m = fm 


9{^) dfiP) ^ 



Hfm 


* ‘ cl y”'-^ 

\m) 

dy 


(11) 


Comme on peut, dans I’equation proposee, permuter 
en mtoe temps y ^ et on deduira de la der- 
niere equation, si y est une racine de I’equation 


f(r) = 2!, 

en effectuant la permutation indiquee, 


( 10 ') 


f{x) = 


<l>{r) df{r) y , 
fir) 1 




dz”-* 


[fir]) dz\n\"‘ 


( 11 ') 


Si nous consid^rons I’equation algebrique (3), nous 
reconnaltrons qu’elle peut, de ti’ois manik'es differentes, 
6tre rapportee au type (7), car on peut isoler chacun 
de ses trois termes a gauche du signe d’egalite, puis 
diviser I’equation par ce membre. 

On reconnalt pourtant que c’est seulement en don- 
nant a I’equation la forme 


que nous obtiendrons toutes les solutions, a Texception 
d’une seule, donnee par Tequation (5). 

Nous devons done poser 

(p{x) = y = ^ 

et d’apres (10) et (10^) 

1 j_ 

^ = y^'~^ et 7 * == 



m 


Les deux series de xp deviendront done d’apres (1 1) et (IT) 


XP 


-y dtj 1 




dy 


n\ ’ 


ou Ton doit poser tj = 1 apres avoir execute la diffe- 
rentiation, et 


p 1 , 


/ L] 
\z^} 


- -dAz^i 1 , 




dz^-^ 


^d\z^ 
z^ - 


dz 


n\ 




oil Ton pose z = —a. 

Si I’on conserve la notation ^ pour la racine (j— 
de Tunite et si Ton pose pour abreger 


n-v _ . 


la premiere serie donnera 

I/?/ ^ ^"1.2 

tandis que I’autre donnera 


I 2) . , , 1) 

“ .. n U' 


+ . 


(13) 


^ = (-a)-o+^„(-arx-‘+-+^ /'’‘t ^)(^»^^) ••• ,14,, 


Pour obtenir les conditions de convergence de ces 
deux series, le raieux est de comparer le terme avec 
le (ji-t-g— 1)'®“® de la premise et le de la 

seconder de cette mani^re, on trouvera, comme a I’or- 
dinaire, que la serie (13) est convergente sous les memes 
conditions que (5), e’est-a-dire si I’on a, abstraction faite 
du signe. 
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tandis que la serie (14) est preeisement convergente quand 
cesse la convergence des autres series, savoir quaud 

g 

a>(2— 1)2*-^. 

Les series (5) et (13) se suppleent, car la derniere 
donne les ( 3 — 1 ) valeurs de qui ne sont pas contenues 
dans (5), si Ton fait prendre a y9 les diverses valeurs de 
la racine (g— 1)'®°"® de Tunite. Au contraire, aussitot 
que a depasse la limite indiquee ci-dessus, on ne pent 
se servir que de la serie (14) et elle donne encore la 
solution complete, car (— «) est eleve a des puissances 
dont les exposants sont des nombres fractionnaires de 
denominateur g: on aura done q solutions dijfferentes 

avec les g valeurs que preiid (— a)^. 

Si a est un nombre reel, on reconnait, si Ton pent 
se servir des premik*es series, a ne depassant pas la 
limite indiquee ci-dessus, que I’equation aura deux ou 
trois racines reelles selon que son degre est pair ou 
impair, ayant toujours une ou deux valeurs reelles et 
la serie (5) donnant toujours une valeur reelle. Si, au 
contraire, a est positif et depasse la limite, on n’aui’a 
d’apres (14) aucune racine reelle, si le degre de I’equa- 
tion est pair; on en aura une si ce degre est impair. 
Cette disparition de deux racines reelles fait soupconner 
que Tequation a des racines egales pour la valeur limite 
de a, ^ 

a = 

ce qui peut servir a la resolution de I’equation dans ce 
cas limite. Or on doit avoir, dans le cas des racines 
egales, 

1 

— 1 = a et par suite x == g^~^ 
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valeur qui est precisement racine de I’equation proposee, 

quand a prend la valeur en question. 

II n’est pas sans interet de remarquer qu’on peut 

dans la serie (13) reunir dans une somme tous les termes 

qui contiennent conime facteur commun la meme puis- 
1 

sance de , car ce facteur se repMe pour chaque 

(g— terme, et chaque somme prise separement 
peut etre consideree comme la racine (^— ly®'"® d’un 
nomhre reel. Dans la serie (14), les termes qui corres- 
pondent a une valeur enti^re de Sn s’evanouiront, et, si 
elle est ordonnee d’une maniere analogue, cette serie 
contiendra {q—\) sommes dont chacune, prise separe- 
ment, peut etre consideree comme la racine d’un 
nombre reel. 

Si Ton veut exprimer la serie (14) au moyen des 
functions Z', on peut le faire de la maniere suivante. 
Le terme general du developpement contient le produit 

(s„— 1)(S„— T),..{Sn~ m) . . . {Sn — ^2 + 1) , 


dont le premier facteur est toujour positif, le dernier 
negatif pour des valeurs suffisamment grandes de 
de maniere qu’on peut toujoui's trouver un nombre 
entier m pour lequel s « — m est compris entre 0 et 1. 
Les facteurs suivants, qui par consequent sont 

negatifs, peuvent, si I’on change leurs signes, etre comme 
les precedents exprimes par les fonctions et le pro- 
duit peut s’ecrire sous la forme 


r{Sn) r(/2— ^w ) 

r{Sfi — 7W) jP( 1 — fyi) 


^ — m — 1 


Le denominateur peut etre transforme au moyen 
de la formule 
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r{H)r{\—n) = 

^ ^ ^ Sin?z;r 

et, comme on le voit facilement, la serie (J4) prendra 
la forme 


cc^ = 


sin SnTt r{Sn) r{n—Sn) 
n r{n+\) 


(- 




( 15 ) 


Dans cette formule m n'entre pas et elle est valable 
pour toutes les valeurs que prend de 0 jusqu’a oo, 
si Pon a egard a la remarque faite ci-dessus relativement 
a la definition de la fonction F pour un argument negatif. 

Si Ton pose 

n = 


m et n etant des nombres en tiers, on aura Sn = 
et Ton obtiendra la somme de tous les termes en fai- 
sant prendre a fx toutes les valeurs de 0 a 1 et a 
m toutes les valeurs de 0 a oc. Si Ton difierentie par 
rapport a u, la serie prendra la forme 


d 


A=?-i 


X'P 


da 

JEtfj. 




^ = 0 


\ ^ r{rn-{-Sfj)r{ni{q-l)—Sfj.+p,+l) ^11(0-1^ 

^ r{mq+^ + l) 


( 16 ) 


La premiere somme ne contient que ( 3 — 1) termes; 
car, d’apres la remarque faite ci-dessus, le terme pour 
lequel 5^ est un nombre entier s’evanouit. On a ici 
cherche une expression de la derivee de xp par rapport 
a a, parce que cette serie peut, comme nous le verrons, 
s’exprimer plus facilement par des integrales definies. 
Du reste, on voit facilement qu’on n’a pas besoin d’in- 
tegrer pour obtenir x^: car, en differentiant Tequation 
proposee, on trouve 
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equation qui, combinee avec la proposee, donne 

dx ^ 

da aq — x{q — 1) ’ 

dx 

d’ou Ton peut tirer x au moyen de 


Les series trouvees ici peuvent toutes etre facile- 
ment sommees au moyen d’integrales definies. 

Pour sommer la serie Rfi dans la formule (16), on 
peut, par exemple, se servir de I’integrale eulerienne 




r{a)m 
r[a-{-0) ’ 


par oil Ton obtient immediatement 


1 

+ (1 — . + (j-l) ^ 

*0 

ou, en effectuant la sommation, 



E - a,, 

— M (1 — m)?-‘ • 


Si Ton pose ici 


u = 


z — a 


on obtiendra 

E,m = 


Ja ’ 


ou 5? croit numeriquement de telle sorte que la limite 
superieure de Tintegrale est + oo si a est positif et — oo 
si a est negatif. Par cette transformation on obtiendra 
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I’integrale d’une fraction dont la decomposition exige la 
solution de I’equation 

— z-\-a = 0 , 

ce qui est I’equation proposee. Autant que je sache, 
les differentes solutions qu’on a troiivees jusqu’ici des 
equations algebriques au moyen d’integrales definies peu- 
vent etre rapportees a ce type. Mais une telle solution 
ne pent pas etre consideree comme une solution effective, 
car on ne pourrait pas, par exemple, trouver une solu- 
tion d’une equation du troisi^me degre, et ces integral es 
definies ne sont d’aucune utilite tant qu’on n’en pent 
pas deduire un developpement en serie. 

Un type nouveau de solutions pent Mre obtenu par 
la sommation de la serie (5) au moyen d'une integrale 
definie. J’emploierai a cet effet le theoreme suivant de 
Gauss et Legendre: 

r(am) = r(a)r(«+l) ... 


et je developperai I’application relative aux equations du 
troisieme et du quatrieme degre. 

Pour 2 = 3, p = 1, la formule (5) donnera 


X 



r(3y^ + l) 




oil Ton pose, d’apres le theoi‘eme cite. 


r(3« + i) = ^r(«+4)r(«+|)r(«+i)38»+i. 


Apres avoir differentie par rapport a a, on aura 


dx 

da 


± Sr r(;n. + i)r{n + l) 

2k- ^ r(2H+i) 


3s«+ia2», 


n. 


26 
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et la sommation peut etre effectuee comme ci-dessus au 
moyen de I’integrale eulerienne. 

De cette maniere on obtient 


dx 1/3 ^( 1 — u) a ^ 

qui se transforniera en 
dx 

da ~ 

par la substitution 

^ = T-“i — • 

1 + ^ 

On pourra sans difficulte effectuer les integrations, en 
decomposant la fraction et en appliquant la formule 


\l-\-u 


du = 


sin an 


0<a<l, 


par ou Ton trouvera les expressions algebriques bien 
connues des racines de F^quation. L’integrale donnera 
la solution complete, bien que la serie, dont la somma- 
tion a fourni Fintegrale consideree, ne corresponde qu’a 
une seule racine de Fequation. 

Pour Fequation du quatrieme degre, la formule (5) 
donnera 


X 



r(4?i+l) 

+ r{7i+l) 




et le theoreme de Gauss permettra d’ecrire 


r(4«+l) == r(2MH-^)r(2K-Ll)2^”+^(2;rr* 
et 

r(2M+i) = r(w+i)r(H4-i)2^"+*(25rr^- 
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En multipliant ces deux equations, on obtiendra une 
expression de qu’on introduira dans Pexpres- 

sion ci~dessus de x-, puis, apres avoir differentie I’equa- 
tion par rapport a a, on aura 

da 7z^ nSn+l) " ^ 

Gomme ci-dessus, la sommation peut etre executee 
au moyen d’une integrale definie et I’on obtiendra 

dx if — u)-^ ^ 

d^ ~ ^\l — 64a^«?(l--«) ’ 

ou I’integration depend de la resolution d’une equation 
du troisieme degre et peut etre executee comme ci-dessus. 

Tandis qu’on peut, de cette maniere, resoudre effec- 
tivement les equations du troisieme et du quatrieme 
degr4 au moyen d’integrales definies, le precede echoue, 
au contraire, pour les equations de degre superieur, a 
raison d’integrations qui ne peuvent pas etre executees, 
ainsi qu’on pouvait du reste s’y attendre. 






COMEffiTITION 

A LA THEORIE DES NOMBRES. 




CONTRIBUTION A LA THEORIE DES NOMBRES. 

TIDSSKRIFT POR MATHEMATIK, 1871, P. 97-114. 

Si Ton cherche a resoudre le probleme de trouver 
le nombre des solutions de Tequation indeterminee 

m^-[-cn" = N, ( 1 ) 

ou m et n designent des nombres entiers positifs, nuls 
ou negatifs qui satisfont a I’equation, c ei N etant des 
entiers positifs, il arrive qu’on peut parfois trouver, pour 
certaines valeurs singulieres de c, une loi simple mettant 
en evidence la dependance qui rattache le nombre en 
question aux facteurs de N. Ici et dans ce qui suit, 
par ces mots „le nombre des solutions", nous entendons, 
a moins qu’une autre signification ne leur soit expresse- 
ment donnee, le nombre total des valeurs, positives 
negatives et nulles, que peuvent prendre m et n dans 
I’equation (1). 

Si nous considerons, par example, I’equation 

= iV, 

et si nous posons successivement 

m = 0 , 

^ = ±1, ±2, 
m ± 1 , 

71 = 0, — ^ 1, 2 , . . . • 
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les differentes valeurs que N prendra dans ces conditions 
seront enumerees dans le tableau suivant 

1, 2, 4, 5^, 8, 9, 10,, 13„ 16, 17,. 18, 20„ 

ou les nombres qui n’ont pas d’indice correspondent 
aux valeurs de N, pour lesquelles le nombre de solutions 
est 4; ce nombre etant le double, c’est-a-dire egal a 8, 
pour les nombres qui ont I’indice 2. 

On peut, a titre d’essai, chercher a former la meme 
serie de la inaniere suivante. On commence par ecrire 
la serie des nombres entiers: 

1, 2, 3, 4. 0, 6,7,8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18,... 

Puis on soustrait 3, qui est le premier nombre qui 
ne se trouve pas dans la serie ci-dessus, et tous les mul- 
tiples de 3, par consequent 

_6, -9, -12. -15, -18, ..., 

nombres qui sont affectes du signe negatif pour indiquer 
qu’ils doivent etre soustraits. 

Puis nous formons les series 

5, 10, 15, 20, . . . , 

-7, -14, 

et ainsi de suite, de maniere que chaque serie successive 
commence par le nombre impair suivant, change de 
signe, et soit continuee par les multiples du premier 
nombre. 

En additionnant les nombres correspondants de ces 
series, on obtiendra la serie 

1, 2, 4, 5„ 8, 9, 10^, 13„ 16, 17„ 18, 20,, . . . 

ou rindice 2 signifie que le nombre correspondant se 
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trouve deux fois dans les series en question. Nous 
retrouverons ainsi, au moins pour les nombres consi- 
deres, la premiere serie; et, en continuant de la meme 
maniere, on obtiendrait facilement une plus grande vrai- 
semblance de la concordance absolue des deux series. 
Si cette concordance existe reellement, ce qu’on ne peut 
demontrer en toute rigueur par cette methode empirique, 
nous pourrons facilement trouver la loi du nombre des 
solutions, parce que les dernieres series sont formees 
d’apres une loi simple. Le terme general de la premiere 
serie peut eire designe par w, celui de la troisitoie par 
celui de la cinquieme par 9?/ etc., par consequent 
en general par (4w^ + l)w, tandis que le terme general 
des series a termes negatifs devient (4w + 3)^^? ou m 
peut prendre toutes les valeurs entieres a partir de zero 
jusqu’a rinfini, et n de 1 jusqu’a Pinfini. Un nombre 
N se trouvera par consequent autant de fois dans la 
serie finale qu’il y a d’unites dans le nombre des divi- 
seurs de N de la forme diminue du nombre de 

ceux qui ont la forme 4w + 3. Soit le nombre des 

solutions de Pequation == iV, et soient et hx les 

nombres des diviseurs de N de la forme 4w-f-l et 
4w-|-3; py. est determine par 

Px 

On peut, en fait, par ce precede complMement em- 
pirique, obtenir une solution exacte de la plupart des 
problemes qui seront resolus dans ce qui suit; mais il 
va sans dire que de telles solutions ne sont pas satis- 
faisantes au point de vue mathematique , parce qu’elles 
se presentent comme tout a fait fortuites et manquent 
de la rigueur qu’on est accoutume a demander aux 
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resultats mathematiques. Cette raethode d’essai n’est 
pourtant pas sans portee; c’est pourquoi je ne I’ai pas 
negligee, parce qu’elle pent, par Torientation des resultats 
qu’on cherche, indiquer la marche qu’il faut suivre dans 
les calculs. 

Si Ton cherche a demontrer toutes les propositions 
qu’on peut trouver par la methode d’essai indiquee ci- 
dessus, on pourra, ou bien suivre la* methode plus syn- 
thetique dont on se sert d’ordinaire dans la theorie des 
nombres, ou bien chercher a obtenir la solution par une 
voie purement analytique; c’est cette derniere que je 
prefererai ici.* La methode analytique consiste dans la 
transformation de la serie 


4- ca +oe 

7 ’ 

00 — CO 



(?<!) 


en une serie d’une autre forme. Puis, en comparant les 
termes des deux series qui ont le m§me exposant N, on 
determine le nombre de fois qu’on rencontre cet expo- 
sant et par la le nombre des solutions de I’equation 
7n^-\-cn^ ^ N, 

C’est de cette maniere que Jacobi (Journal de Grelle, 
tome 12) a resolu le probleme dans le cas de c = 1, 
en transformant la serie au moyen de la theorie des 
fonctions elliptiques, Dans sa „ Theorie des nombres" 
(3ieme ^ p, 216), Legendre, en etablissant que tout 
nombre positif est une somme de quatre carres (ou 


* Dans le dernier fascc. de ce journal, que j’ai requ aprfes avoir 
termine la redaction de ce mtooire, M. J. Petersen a traite le 
mfeme probleme par la premiere methode. On aura done 
Toccasion de comparer les deux methodes. 
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moins) appelle I’attention sur ce fait que ce theoreme 
peut etre demontre au moyen des series de la theorie des 
fonctions elliptiques, et il ajoute que la demonstration 
de ridentite des series, et par suite du theoreme, doit 
pouvoir §tre faite au moyen de calculs purement analy- 
tiques, par ou Ton obtiendrait „la demonstration la plus 
simple qu’il soit possible^ de donner du theoreme eii 
question. 

G’est dans cette conviction que j’ai essaye de faire 
ressortir une solution immediate, analytique et plus gen4- 
rale, de cette sorte de problemes, de maniere a eviter 
le detour difficile des fonctions elliptiques, qui, de plus, 
ne peuvent eire employees que dans le cas singulier 
mentionne plus haut. De plus, j’indiquerai une applica- 
tion des resultats trouves a la sommation de quelqiies 
sSries, prohleme qui a ete Torigine de ces recherches. 

Nous considererons en premier lieu la serie 

( 2 ) 

ou n peut prendre toutes les valeurs positives, negatives 
et nulles, et, apres avoir determine Pequation fondamentale 
de la serie consideree comme fonction de x, nous trans- 
formerons la serie au moyen de cette equation en un 
produit d’un nombre infiniment grand de facteurs. La 
solution de ce probleme est, sous une forme peu diffe- 
rente, une question bien connue dans la theorie des 
fonctions elliptiques; mais comme je ne presuppose ici 
aucune connaissance de cette theorie, j’indiquerai en 
detail le calcul. 

En supposant que q est plus petit que I’unite, la 
serie est convergente pour une valeur quelconque de x. 
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Si Ton r emplace x par ^x, on obtiendra 


+ 00 +°° 


expression dans laquelie w + l ^tre remplace par 

n. Par consequent, on aura 

Inversement , si Ton cherchait a determiner f{x) au 
moyen de cette equation, on pourrait le faire en expri- 
mant cette fonction par une serie procedant suivant les 
puissances positives et negatives de x et en determinant 
les coefficients au moyen de Tequation fondamentale. 
En procedant de cette maniere, on se convaincra que 
tous les coefficients peuvent etre determines, a un facteur 
constant pres, qui reste arbitraire. Toute fonction F{x) 
qui satisfait a I’equation (3) peut done etre exprim^e 
d’une maniere generale par 


^iq)F{x) fix), (4) 


ou ^ est une fonction arbitraire, dependant seulement 
de q. 

Or, la fonction 

Fix) = {l-f3a;)(l + 2=a;)...(l+2^-‘)(l + 9’a;-<)... 

satisfait a I’equation fondamentale; car, en remplagant 
X par q^x, on obtiendra 

Fifx) = i\ + q‘x)il^i^x)... 

d’ou il s’ensuit que 
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F{fx) = 


i+r 




l + ga: 




Nous aurons, par suite, en nous servant d’une notation 
abregee, 


+ 0 ° 


= ^(2)^(1 -(-g 2 *-‘a;)(l +2' 


2h—i /y.— 1 


)> ( 5 ) 


ou n designs le produit d’une suite infinie de facteurs 

1 

obtenus en posant successivement h = 1, 2, ... jusqu’a 
A = 00. A present, la fonction indeterminee ^(2) doit 
etre determinee par comparaison des valeurs que pren- 
nent les deux membres de I’equation (4), quand on y 
remplace x par des valeurs donnees. Pour x = — 1 
el X = l/ — 1, on obtiendra les deux relations 




ou la seconds serie est deduite de la premiere par le 
changement de q en Nous obtiendrons done 

d’ou results 


^(g) _ 




Dans la derniere suite de facteurs, q aui*a succes- 
sivement tous les exposants % 6, 10, ..., 4, 12, 20, ... 
e’est-a-dire tous les nombres pairs, a Pexception de 8, 
16, 24, pour cette raison I’equation peut encore 
s’ecrire 
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Dans cette equation, on remplace q par et I’equation 

<r(f/) "V 1 — 232;.’ 

formee de cette maniere, donnera, par multiplication 
avec la precedente, 

<p{i ) _ n 1— 

Cp{(f) 1 1-2*3 A- 

Ici on pourra de nouveau remplacer q par et 
ainsi de suite , et , en remarquant que ^ < 1 et qu’on 
aura 0 et, d’apres (5), ^(0) = 1, on obtiendra 
finalement 

<p{q) = ^(1-2*^), 

par ou la fonction tp est determinee. 

Si Ton introduit cette expression dans I’equation (5), 
et si Ton pose en m^me temps x = 1, le seul cas dont 
nous nous servirons ici, on aura 


+ ” 00 

y 2"“ “ 2*"-')'. 


Cette equation acquiert une forme plus convenable 
pour notre but si on la multiplie par le facteur 

1 = ^ ( 1 - 2 ^^-^) ( 1 - 2 ^*) 

1 (1 — 2 **-*) (1 — 2 **) 

= f] (1 2~*) ^ 1 

1 ( 1 - 2 **-*) (1 — 2 ^) 1 (1 — 2 **-*) (1 + 2 ®*)’ 


par oil Ton obtient finalement 
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+ 0° 


,n2 




1 (l+^2/<)(l_g2ft-l)' 


( 6 ) 


A present il est facile de former le produit infini qui 
esprime la somme double 

H- °° + 0° -j-oo 4-00 

^ ^ ^ ^ 


savoir 


4-00 -j-=° 


,7n2+C«2 


II reste encore a resoudre le probleme de trans- 
former le produit infini en une serie de puissances, mais 
toutefois differente de la serie primitive. 

J’ai cherche a obtenir cette transformation au moyen 
de certains produits infinis de facteurs fractionnaires, en 
decomposant ces fractions d’apres les regies ordinaires 
de la decomposition des fractions rationnelles. Nous 
considererons en premier lieu le produit 


1 _gr2^-l/c_|_^4. 

2 —a? V 1 — X -f- 


n 


P(x). 


( 8 ) 


Cette fraction donne par sa decomposition une serie 
de la forme suivante 




^—x 1— ’ 1 — 


ou Ton determinera en faisant = 2 dans P(a:)(2— a?), 


puis Aj^ en faisant x 


i+g^ 


dans (1 — 
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et ainsi de suite. On trouvera de cette manifere 


Par consequent, on aura 


P{x) 1 3(1 + 3^) 3-(l + g0 

2— aj ' 1 — 3^37+ 3* — 3^ir+3“ 

Si Ton pose x = — 2, on obtiendra 


4 P(— 2 ) 1 — 32* 

A, 1 + ?'* 'l-g®"-*/’ 

equation dont le second membre est identique avec le 
second membre de I’dquation (7)-, ou Ton fait c = 1. 
Pour ces valeurs de c et a?, les Equations (7) et (9) 
donneront 


^^5.=«'_l+4(^ + j^+...). (10) 

— 00 00 

Si Ton se sert du signe de sommation, la derniere 
equation peut §tre ecrite 

+ 00 + 00 00 



ou, si Ton se sert d’un nouveau signe de sommation 
double. 
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00 00 

-‘+*X2’ g(4n2-l-l)» 2(^771 + 3)nj . 


( 11 ) 


dans le second membre 7n parcourt toutes les valeurs a 
partir de 0 jusqu’k oo, et w a partir de 1 jusqu’a oo. 

Nous obtiendrons ainsi le resultat mentionne ci- 
dessus, savoir, que si I’equation 

= N (12) 

a /?iv solutions, et si les Equations 

(4m+l)n = JV et (4m+3)n = N 

ont respectivement Air et h^r solutions, n et m n’ay'ant 
que des valeurs positives (et de plus ni la valeur zero) 
dans les dernieres equations, on aura d’apres (11) 

py == 4:{a2f — 

puisque q doit se trouver le intoe nombre de fois 
eleve a la m^me puissance N dans les deux membres 
de Tequation (11). On reconnait facilement que et 
sont les nombres de diviseurs de N des formes 4m +1 
et 4m -f- 3. Ce resultat pent etre ^nonce par la propo- 
sition suivante: 

Si le 'nombre N contient les facteurs ^premiers 
... de la forme 4m-{-l avec les exposants 
et sHl ne contient de facteurs de la forme qu^ilevh 

d des puissances paires^ le nombre des solutions de V Equa- 
tion = N est exprimE par 

pjn = • ••? 
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mais si N contient un seul facteur premier de la forme 
4 111 3, ilevi d une puissance impairs, on aura pN = 0. 

Supposons d’abord que le nombre N ne contient 
que des facteurs premiers de la forme Dans 

ce cas, la proposition resulte immediatement du theoreme 
trouve; cai- le nombre des diviseurs du nombre N est 
1) et ils sont tous de la forme 
Le nombre des diviseurs de cette forme ne varie pas 
quand N est multiplie par 2 ou une puissance de 2; 
mais si on le multiplie par un facteur premier de la 
forme 4jh-1-3, on introduit autant de diviseurs de cette 
forme que de la forme 4m +1. Par consequent on 
aura 

(X‘N = by py — 0 - 

Si le nombre est de nouveau multiplie par le m§me 
facteur premier, on introduira de nouveau facteurs 
de la forme (4m + 3)® = 4m' + 1, et ainsi de suite. 

Void comment la formule (11) peut etre employee 
a la sommation de series, Soit le nombre de solu- 
tions de ^equation = N’, on aura 







oil f est une function quelconque a laquelle correspond 
une serie convergente. Nous supposons qu’on supprime 
dans la serie double le terme unique correspondant k 
m = n = 0, de sorte que N ne parcourt que les valeurs 
entieres et positives. 

On reconn^t facilement ici que f(l), f(2), se 
trouvent le mSme nombre de fois dans les deux membres 
de I’dquation, c’est-a-dire multiplies par le meme facteur. 
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Si Ton se sert des notations employees ci-dessus, on 
aura de m^me 

00 00 00 

0 1 “l" 

oo oo 00 

Gomme = 4(aj\r — ^.v), on deduira de ces trois 
equations 

00 — oo 

00 00 

p((4 + 1) m) — / ((4 tn + 3) n)] . (13 


Par example 


— 00 00 

(4 m + 1)^ ?iP (4 9n -j- By ’ 


oil, comme nous Tavons dit, on n’a pas tenu compte 
dans le premier membx'e du terme ou m = = 0, et 

oil Pexposant p est un nomhre quelconque pour leque 
la serie est convergente. La derniere equation peut 
encore s’ecrire 

00 00 

La sommation double est ainsi ramenee a deux 


27 * 
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sommations simples, qui peuvent etre facilement exe- 
cutdes avec une exactitude aussi grande qu’on veut. 

Si p est un nombre entier, on peut encore ici, 
comme dans ce qui suit, effectuer avec exactitude I’une 
des sommations. 

Nous pourrons de plus nous servir de la fraction 
P{x) des equations (8) et (9) dans un autre cas. Posons 
a; = 0 et nous aurons 


A, 1 + 34. • 

Si I’on remarque que 


1 

1 ^ et 


q2h^i ^ 


l_g47.-2 


on reconnsutra facilement que le produit infini ci-dessus 
coincide avec le second membre de I’^quation (7), ot 
Ton a fait c = 2. 


Des equations (7) et (9) on tirera par consequent, 
pour a; = 0 et c = 2, 




+2=) 


+2* 


2^(1 + 2^ 
1 + 2* 


+ ..j(14); 


le second membre pouvant s’toire sous la forme 


00 


2”(l + 2^”) 


00 

- ‘+*X — gf8n_|_ ^9n — ^ 2^^” — • • •! 


on aura 


-j-oo ”^“00 



.( 15 ) 
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De ce resultat nous pouvoris deduire le nombre de 
solutions de Tequation 

+ N; (16) 

car, si Pon pose successivement 

{Sm-^l)n = N, (8;w. + 3)w = N, 
{Sm-{-6)n = JV, {Sm-{-7)n = N, 

et si Pon designe les nombres de solutions de ces equa- 
tions par aj\r, cj\r, ou m et n ne peuvent prendre 
que des valeurs positives et entieres, m a partir de 0 
jusqu’a CO, w a partir de 1 jusqu’a oo, on aura 

PN = — <^iV — djfr)^ 

parce que N se trouve ce nombre de fois comme ex- 
posant dans les deux membres de Pequation (15). Mais, 
comme a.v, sont les nombres de diviseurs de N 

de la forme (8m-|-l), (8^w4"3)? •••? ils peuvent tres 
facilement §tre determines. 

De la on deduit la proposition suivante: 

Si le nombre N contient les facteurs premiers 
p^, . . de la forme 8m-\-l et 8m-\-8 avec les exposants 
et si les facteurs premiers de la forme 8m-\-5 
et 8m -\-7 n'yfigurent qu'd des puissances paires^ le nombre 
des solutions de V Equation = sera exprime par 

PN = * • •/ 

mais si un seul facteur premier de la forme 8mAr8 ou 
8m-\-7 entre dans N d une puissance impair e, on aura 

pN — 0, 

Pour parvenir a cette conclusion, nous pouvons 
nous servir d’un developpement analogue a celui que 
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nous avons expose relativement a Tequation 
si I’on remarque seulement que les puissances paires des 
nombres et 8 m +7 sont necessairement de la 

forme 8m-|-l. 

Si Ton emploie Tequation (15) a la sonimation de 
series, on obtiendra 


4-00 4- 00 




2 |/■((8 3) n) 

0 * 


— /■{(8 m 4- 5) w) — /*((8m 4- 7) w) 


(17) 


Ici, eomme dans Fequation (13), on n’a pas tenu 
conipte du terme ou m = n = 0 dans le premier 
membre. 

Par exeraple 


4-00 4"®® 

1 1 

_ VI yr ~i 7 ^ ^ 1—1 

[(8m4-l)^ (8m4-3)^’ (8^+5)^^ (8m4-7)P 

1 0 

, 1 , 1 , \/i , 1 1 1 I ^ I ^ 

--(^ + ^ + 3i+ + *** * 

n n’est pas difficile de trouver des fractions de 
forme autre que P{x), qui peuvent Mre employees dans 
cette sorte de questions. Nous considererons par exemple 



1 — q2A-i X 2 

1 — 




= Qi^). (18) 


Cette fraction peut etre decomposee en une serie de 
fractions 

“ IZ^+1 + 2:b‘4-2*+1-j=x4-3‘+ •••’ 
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ou nous trouverons, par les regies ordinaires de la de- 
composition des fractions rationnelles, 

= = 2gX- A = ■ ■ ■ 

Si I’on fait id a; = 1, on obtiendra 

Q{V) » l-gM-i-f-gi'-J l_|-22A_|_g4A 

oil nous pouvons poser 

(1 - g«-‘ + (1 + = 1 + 

0+£“+2^‘)(l — 2“) = 

= 1— gSA-S^ 

(l-2**+g‘»)(l + g2») = l + gei, 

Grace a ces transformations, la serie de facteurs 
ci-dessus devient identique an second membre de (7), 
oil I’on a fait c = 3; et nous obtiendrons done 


-fOO -^oo 


= 1 I I ^2° I 

^ + ^[gl_5«+2 l+g*+2 i_5.+ --- • 



Si Ton se sert des signes de sommation, cette equa- 
tion pent s’ecrire sous la forme 


' 1 — jew-s 1 2 

GO “ r 

=>+*r2’ 5{S>n + 0(2«-l)(l_ 520-1) 


+ (5(87n+l)2«_5(6m+4)2»)(l+52«) 
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Dans cette identite entrent des termes de la forme 
qi g(6m-i-5)2«^ peuvent §tre elimines au moyen 
des equations 


09 OO 00 00 



dont la validite devient evidente, si Ton developpe les 
deux membres suivant les valeurs croissantes de m. 
L’expression ci-dessus se reduira alors a 


-j-OO -f-QO 


00 00 


^(3 W2 -f* 1) w __ ^(3 J7i 2) « 


— 00 09 0 1 

_j_ 2 j(3m + l)4rt 


( 20 ) 


En ce qui conceme les solutions de I’equation 

= N, (21) 

nous pouvons comme dans les cas precedents, en sup- 
posant que les equations 


( 3 w + 1)?2 = N, {Zm + ^)n == N, 
(3^w+j)4^^ = N, (3m+2)4^ = iV, 

aient respectivement cn et solutions en nombres 

positifs et entiers, conclure qu'on aura 


pN -|- 4 (C?j7 C?i\r). 

De cette equation on peut deduii’e un theorem e qui 
doit etre considere comme nouveau dans la theorie de 
nombres, parce qu’il ne peut pas etre deduit immediate- 
ment des theoremes connus: 



421 


Si un nomhre N contient les facteurs premiers 
Vi) P 2 > •• V forme 3m-\-l avec les exposants a^j ••• 
et si les facteurs premiers de la forme 3m-\-2 n\y entrent 
qu^d des puissances paires, le nomhre des solutions de 
V Equation m^-{~3n^ = N est exprimS par 

pN = 1) IJ ..V 

si N est un nomhre impair j et par 

pN = ^ ((h-\- V V ' • • 

si N est pair. Si, au conh'aire, N contient un facteur 
premier de la forme 3m-\-2 d une puissance impaire, on 
aura p 2 f = 0. 

Si Ton applique Tequation (20) a la sommation de 
series, on obtiendra 


OO >)-QO 


00 — 00 

OO r 

[/■((3 m. + 1) n) —f{{d m + 2) n) 
+2f((3OT+ l)4w) -2/‘((3>w+2)4«)] 


ou Ton n’a pas tenu compte du terme »» = 0 dans le 
premier membre. 

Par exemple 


+C0 +00 

IXX 


1 


(»i*+3w*)P 




(3m+2j(^ + 4?) 

1 w 
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Nous examinerons finalement la fraction 
1—x 1 1 + *~‘a; q* 1 — , 5 ** a; + g®* 


R{^\ (23) 


qui se decompose en une somme de fractions 


q.—x^l-\-qx + q^^ l + 2’a;+9‘ 

A. 


1 — q*x -)- q^ 


+ 


+ • • •) 


ou les coefficients auront les valeurs 

\^q^ 1 — 


00 


l + g2-A_l l_g4. J. 

A,^qA,, A,^q>A, 4 = %'^.- 

Si Ton fait ici a; = 0, on trouvera 

+00 +« 


2 J?(0) _ 
A. 




-|- 4 


par oil Ton peut obtenir un developpement en serie de 
cette somme double et, par des precedes analogues a 
ceux des cas precedents, une determination du nombre 
des solutions de I’equation 

== N. (24) 

Ce resultat peut d’ailleurs etre obtenu d'une autre 
mani^re plus simple, en comparant I’equation (24) ou 
bien = N avec Tequation (12), == N. 

On reconnait facilement que, si N est ici un nombre 
impair, m sera dans le dernier cas impair, si 7i est pair 
et inversement, et que, par consequent, le nombre des 
solutions de (24) est dans ce cas la moitie de celui de 
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Tequation (12). Si N est pair, mais non pas divisible 
par 4, m et 7i seront tous les deux impairs dans P equa- 
tion (12), et (24) n’aura pas de solutions. Finalenient, 
si N est pair et divisible par 4, m et n seront tous les 
deux pairs dans Pequation (12), et (12) et (24) auront 
les memes solutions. Le resultat peut en tous cas ^tre 
exprime par la formule: 


-f-OO +00 



OO 00 0 1 


— /■((4 m-{-d)n) — /'((4 m + 1) 2 m) + f{{^m + 3) 2 w) 
+ 2 f ((4 m + 1)4 w) — 2f ((4 m2 + 3) 4 n) 

par ou Ton obtiendra, par exemple, 


(25) 


+00 +0C 




— 00 —00 

1 . _J^\ '^/ 1 




(4j«+1)^’ (4j» + 3)*’) 

+ 00 +50 


(w®-|-W®)P * 


Nous ferons encore en peu de mots mention de 
quelques autres cas dans lesquels on peut appliquer les 
formules developpees. 

Si dans Pequation (18) on fait = — 2 on obtiendra 

4^(-.2)' — l-|-^27*-n4 


Ce produit infini est d’aprds (6) egal a 
+00 +00 




.ZB+7w2+f22+p2 



m 


oil le signe de sommation du second membre designe 
une sommation quadruple etendue a toutes les valeurs 
entieres des quatres nombres 1, p a partir de — oo 
jusqu’a + 00 , y compris zero. Pour cette somme qua- 
druple on obtiendra le developpement en serie connu de 
la theorie des fonctions elliptiques et par consequent la 
domination du nombre de solutions de I’equation 

i^+m®+w®+p^ = N 

et la formule de sommation pour 2’^^y(i^+m®+w®+^®). 

De plus, si dans Tequation (23) on pose a; = —2, 
on par\nendra au cas de I’equation 

= N. 

J’ajouterai les resultats suivants, dont on peut se 
■'NOTE, servir quelquefois en physique mathematique* 


-f-oo -f-oo 



oil le terme n m ^ 0 doit etre neglige, et 

+«5 +00 

^ ^ V(3 (m^+ mn + m-\-n) + 1) 

— 00 —00 
00 00 

|/((3«+ 1) (6»— 5))— f((3w+2)(6«— 1))|, 

0 1 


* La demonstration de ce th^or^me est developp6e dans un 
m^moire, que j’ai I’intention de pnblier dans le journal de 
Borchardt. 
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ou Ton doit, dans le premier membre, tenir compte de 
tons les termes. 

Si, dans Tequation c est negatif, le eas 

differe essentiellement des cas traites ci-dessus. Dans 
ce cas, le nombre de solutions est en general infini, sauf 
dans le seul cas ou — c est un carre parfait. 

Nous considererons ici le seul cas de c == — 1 ou 


7Y ? — = N. 


(26) 


La methode analytique consiste ici encore a trans- 
former la serie 


mais comme Texposant est egal a N, nombre entier et 
positif different de 0, on doit ici effectuer la sommation 
de maniere que reste toujours positif. Par suite 

n ne pent prendre que les valeurs enti^res, positives et 
negatives, qui sont numeriquement plus petites que 
tandis que m peut recevoir toutes les valeurs entieres 
de — 00 jusqu’a -[-oo , 0 seul etant excepte. 

Par consequent la serie sera 

OU la serie entre crochets peut etre decomposee de la 
maniere suivante 

g + 29’+2g"... = ^^;, 
S«+22“+2g"... 
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et ainsi de suite; nous obtiendrons de cette maniere 


2 


+«■ 


,m2 — m2 



1 — 


Le second membre de cette equation pent etre rem- 
place par les deux sommes 



et 


00 



1 




que nous traiterons separement. 

La premiere peut etre rapportee a la forme gendrale 

1 

expression qui sera identique a la sonime ci-dessus, si 
I’on fait ic == 1 et si Pon reinplace q par q*. 

De la derniere equation ou 




on tirera 


q^x‘<p[qx) = + 

et, par consequent, I’equation fondamentale 


<p{x)-ix\{qx) = ( 29 ) 

<p{x) est complMement determinee par cette equation, 
car le developpement en serie par lequel <p[x) est primi- 
tivement definie peut facilement etre deduit de cette 
equation. Par consequent toute function qui satisfait a 



m 


P4quation fondamentale sera identique h ^[x), Mais il 
est evident que la serie 


qx 


2 2 

qx 


gV 


... = ^(x), {qx< 1) 


1 — qx' 1 — q^x ' 1 — q'^x 
satisfait a cette equation fondamentale, car on aura 


= f^+r^ 


I 


et par consequent 


f{x)—<io^<p[qx) = j 


qx 


qx 
\~\-qx 

—— n'Y*. ! — ± — 


-q^x 1 — q^x 


5V+^V+^V+... 


= qx 


1 — qx' 


Nous parviendrons de cette maniere a I’equation 
remarquable 


V' 

^ 1 — q^x 1 — q^x' 


(30) 


Si Ton fait ici a; = 1 et qu’on remplace q par 
on obtiendra 



La seconde somme qui doit etre transformee pent 
etre rapportee a T expression 
00 

^ = .p{x) , (32) 

fonction qui, comme on le reconnait facilement, satisfait 
a Fequation fondamentale 

4,[x) — q*o^<p{q*x) = ga;|- 


(33) 
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Par la <p{x) est complfetement determin^e. La m6me 
Equation est verifiee par la serie 

qx gV q‘x^ _ 

l_gSa;+l — 

car cette serie donne pour, 2 ‘a;< 1, 

<Pix)-q*x^<f,{q^x) = + qV+ ?V+ 5V+ . . . 


i-^-q^x 


On aura done 




d’ou, pour a? = 1, 


1 ^ 1 ^ 

En additionnant les deux series (31) et (35), on ob- 
tiendra la transformation en question des series qui 
entrant dans Tequation (27), savoir 




ou bien, en mettant aussi la derniere serie sous la 
forme d’une somme double, 

4 *®° 00 00 

^w*72_^^(2m~l)C2n-4)l ^ ^30) 


On peut conclure de 1^ que la moitie du nombre 
des solutions de Tequation = N est egale au 
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nombre des solutions {m et oi positifs) de 1’ equation 

= iV ou de Tequation 1) — 1) = N\ 

ces deux equations ne peuvent pas avoir lieu en meme 
temps. Ce resultat pent encore etre exprime ainsi: 

Le nomhre des solutions de V equation nf — it — N 
est egal au double du nomhre des diviseurs de N ou de 
, selon que N est im;pair ou divisible far 4. Si, au 
contrairej N it est divisible que par 2, V equation it a point de 
solutions. 


En consequence de (36), on aura de plus 

00 OO 

^ \f{^mn) + /(2>» — 1) (2 « - 1)]. (37) 


Par exemple, 


-+-30 

2 ^ / (in^ — ity 


OC 00 00 QC 

“ 4 ? m P X, r9.m—1) P^, (2m— 1)? 

= (i + i+”-) +(^ + ^ + P +•••)• 


Si f est un nombre pair, on pent trouver la valeur 
exacte de ces deux sommes. 


ii. 


28 



430 


NOTE. 

Lorenz n’a jamais publie aucun memoire sur ce 
sujet dans le journal de Borchardt. Mais les deux theo- 
remes qu’il cite peuvent facilement etre deduits du 
dernier theoreme d^montre pag. 421 sur le nombre des 
solutions de I’equation N == 

L’equation 

N = m^-\- mn {a) 

peut s’ecrire 

4iV = + (6) 

par ou Ton reconnait immediatement que toute solution 
de I’equation en question donne une solution de Tequation 

4;N = (c) 

et comme, dans cette equation, et sont en m§me 
temps pairs ou impairs, toute solution de I’^quation (c) 
fournira une solution de 1 ’equation (a). Le nombre des 
solutions de (a) est done egal a celui de (c), ce qui de- 
montre la premiere proposition de Lorenz. 

La seconde peut etre demontree d’une maniere 
analogue. Si Ton a 

N — 3 yr-f- nm (d) 

on aura 

(e) 


4:N = 3(2m+«+iy+(3w+lf. 
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Mais N et par consequent 4iV doivent Mre de la 
forme 1, et si Pon pose 

AN = 3m^ + '/4 if) 

sera de la forme 3^ hz 1 ; consequent, soit soit 
— qui tous deux satisfont a Tequation (/*), sera de la 
forme + 1 , tandis que et seront en meme 
temps pairs ou impairs. Par consequent, a toute solu- 
tion de (f) pour laquelle est de la forme 3^ + ^ 
correspondra une solution de Pequation (e), L’equation 
(e) a done un nombre de solutions qui est la moitie de 
celui de Pequation (/*). 

Par consequent, on aura 


+00 -f 00 


^ ^ f(S mn + m + ;0 + 1) 


00 eo 

= S ^ ' ^[/*((3m-f-l)(3 /^-|“l)) — /((3w^-l-2) (3^+2))]. 


De plus, on peut negliger toutes les valeurs de 
3^^+l et qui sont paires; car a toute solution 

de Pequation 

N =:- (3'^/^+l)(3^+l), 

ou (3^i+l) est un nombre pair, correspond une solution 
de Pequation 

N = (3m,+ 2)(3«,+ 2), 

a savoir 

iV = + 

OU (6 m + 2) est pair. 

Mais un nombre impair de la forme peut 

toujours §tre ecrit sous la forme &n — 5, et un nombre 
impair de la forme 3^-|-2 sous la forme 6n — 1. 


28 * 




8DE LA COMPENSATION 

DES EEREUES D’OBSEEVATION. 




SUE 

LA COMPENSATION DES ERREOES D’OBSERVATION. 

TroSSKRUT FOB, MATHBMATIK, 1872, P.l-20.‘ 

(Lu dans La stjance de T Academie des sciences, 5, Copenhague, le 12 janvier 1872.) 

L 

Introduction, 

Si Ton a plusieui's observations qui dependent en 
quelque maniere les unes des autres, on pent souvent 
determiner les valeui’s pai’ticulieres observees avec mie 
precision plus grande que celle qui ressort des observa- 
tions immediates. La condition pour qu^on puisse de 
cette maniere diminuer ou compenser les erreurs com- 
mises dans les observations consiste en general en ceci, 
que les vraies valeurs des quantites observees soient des 
fonctions d’une ou plusieurs variables, dont les valeurs 
vraies ou probables sont connues pour chaque observa- 
tion. 

Si ces fonctions different pour toutes les observations, 
on doit, au moins, quand une compensation est possible, 
connaitre leurs formes, et le nombre des constantes in- 
connues dont elles dependent doit eive plus petit que 
celui des observations. Au contraire, si les fonctions 
elles -memes sont complMement inconnues, ce qui est 
souvent le cas en realite, il faut qu’on sache que les 


” KOTE 1. 
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valeurs vi’aies de plusieurs quantites observees peuvent 
etre exprim^es par la meme fonction. 

Les valeurs observees, qui, du reste, au lieu d’etre 
imniediatement observees, peuvent etre le resultat d’une 
ou plusieurs observations, combinees avec des quantitds 
independantes des observations, etant designees par 

O3, ..., 0., 

les valeurs vraies correspondantes seront representees par 

0;, 0;, 0;, ... 0;. 

Si ces dernieres quantites sont des functions d’une 

ou plusieurs variables, on pourra, au moins approxima- 
tivenient, exprimer ces quantites comme functions line- 
aires de constantes inconnues ou elements, SI', 95', S' . . ., 
dont le nombre est g, de manik*e qu’on peut approxima- 
tivement ou exactenient ecrire 

0 [ == a,9t'+6,95'+c,S' ... 

0 ; = a,at'4-6.58'+c,e' ... 

o; = a,2l'+B,a3'+c,e' ... 


ou maintenant les coefficients a , 16 , c , ... affectes d’in- 
dices sont des functions connues ou inconnues des varia- 
bles connues pour chaque observation. 

S’il n’y a, par example, qu’une quantite observee, 
on aura 0' = 0' = 0' ..., et Ton pourra poser 
. . . = 1 , tandis que les autres termes 
s’evanouiront, de maniere que SI' devient la seule quan- 
tite inconnue dont la valeur probable doit §tre deter- 
minee par les observations. 

S’il n’y a, pour citer un autre exemple tres etendu, 
qu’une variable independante t, qui pour les differentes 



437 


observations 0^, 0,, O3 . . . a les valeurs • • •, 

6^, q ... seront des fonctions de Qg, 63, Cg ... des 
fonctions de ^^ . . . Si , de plus , ces fonctions ne sont 
pas connues, mais si Ton sait que O', O', 0 ' ... sont 
exprimees respectivement par la meme fonction de 
^2, ^3 ..., on pourra essayer d’obtenir des determi- 
nations de O', O', O3 ... soit par un developpement en 
serie suivant les puissances de par ou on aura = 1, 
6^ = ^1, = i{J, . . . et ainsi de suite, soit par un de- 

veloppement suivani les puissances d’une fonction de t 
appropri^e aux circonstances donnees. Parfois un de- 
veloppement suivant des fonctions periodiques pent etre 
avantageux. 

11 est un cas ou les coefficients a, b, c . . . peuvent 
§tre choisis arbitrairement ; c’est celui ou Ton suppose 
que le nombre des elements des equations (1) est egal 
au nombre n des observations. Mais, dans ce cas, on 
ne pourrait evidemment obtenir aucune compensation au 
moyen de ces equations, et elles ne fourniraient aucune 
relation entre les observations. 

Le dernier exemple indique deja une proposition 
qui resultera avec plus de precision des recherches sui- 
vantes, a savoir que les valeurs 0, b, c . . . qui satisfont 
exactement aux Equations (1), et que nous denomme- 
rons les vraies valeurs, fie sont pas n4cessairement iden- 
tiques d celles qui donnent la compensation la plus avan~ 
tageuse, Le seul cas d’exception est celui ou il n’y a 
qu’un element. 

On a toujours jusqu’ici, en executant une compen- 
sation au moyen de la methode des moindres carres, 
considere les valeurs vraies des coefficients a , b , c . . . 
comme des quantites donnees, dont les valeurs devraient 
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necessairemeiit passer sans changenient des expressions 
vraies des observations aux valeurs compensees. On a 
ainsi neglige I’existence possible d’autres valeurs de ces 
coefficients qui pourraient amener une compensation plus 
avantageuse, et I’on a ecarte le cas ou il serait, par ex- 
ample, preferable de supprimer Pune d’elles que de la 
conserver. Les conditions sous lesqueiles une telle omis- 
sion doit etre consideree comme plus avantageuse seront 
preciseinent indiqudes dans ce qui suivra, 

Mais si, meme dans le cas oil Pon connait les valeurs 
vraies des coefficients a, 6, c, . . . , la question n’est pas 
tranchee, de savoir s’il n’y a pas d’autres valeurs plus 
favorables pour la compensation, il y a d’autant plus 
lieu de poser cette question dans le cas ou Pon ne con- 
nait pas les valeurs de ces coefficients, mais oil ils ne 
peuvent §tre exprimes qu’approximativement, par ex- 
emple, par un developpement en serie. Le probleme a 
resoudre sera done de trouver combien de termes de la 
serie et lesquels on doit conserver, puis de decider, si 
Pon a essaye de se servir de differents developpements, 
lequel d’entre eux donne la compensation la plus avan- 
tageuse. 

Nous ne pouvons done dans aucun cas, sauf dans 
(e cas d’un dl^ment unique, considerer les coefficients 
ct, B, c, . . . , qui seront employes par la compensation, 
comme des donnees. Mais, d’autre part, il ne pent etre 
question de determiner au moyen des quantiles observies 
les fonctions des variables independantes qui donneraient 
absolument la compensation la plus favorable. Le pro- 
bleme doit etre limite de maniere a indiquer les condi- 
tions generales de la compensation la plus favorable 
sous une forme telle qu’il soit toujours possible de 



439 


choisir, parmi pliisieurs compensations qiii pourraient 
etre employees, eelle qui doit etre consideree comme la 
plus favorable. 

2. 

Transformation des coefficients. 

Dans ce qui suit on se servira souvent d’expressions 
de la forme 

Or3f+Br93 + Cre + b.$)+..., 

ou I’indice r represente Tun quelconque des nombres 
1,2,3...??. II sera convenable de transformer d’abord 
ces expression par I’introduction des quantites nouvelles 
..., qui sont determinees par les 

equations suivantes 

|>aa]«i+[paB] == 0, 

C2Jaa]a,+ [i3aB]/9,-f [23ac] = 0, 

06o]a,+ l>BB]^,+ [>Bc] = 0, 

[^jaa]a,+ [j5aB];S,+ [j3ac]r,+ ljJab] = 0, 

[>Ba]«,+ ri’BB]A+[i^Bc]r.+ Q^Bb] = 0, 
[i3ca]«3+[iJcB]A+[i^cc]ri-f [i?cb] = 0, 


OU Ton s’est servi de la notation abregee ordinaire de 
la sommation, a savoir [^a6] au lieu de 
. . . -\-2^ri(Xn'bn etc. Los quantites designeront 

dans ce qui suit les poids correspondants aux observa- 
tions Ojj, . . ., 0„. 

Puis, si Ton pose 

fty* = Clj" , 

hf = br , 



( 3 ) 
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on aura 

[pa a] = [^laa], 

Iphhl = [paB]a.+ [jjB6], 
lpcc\ = [iJac]a,+ |>6c]^,+ [pcc], 


tandis que les equations (i2) donneront 

[jjo6] = 0, \_pac] = 0, [pacV] = 0, 

ipbc-\ == 0, ipbd] = 0 f (5) 

[pcd^ = 0 , J 

Si nous introduisons de plus, dans I’expression con- 
sid6r66 

ClrSt -j- br95 Cr® “j“ br® -f" . . 

les constaiites nouvelles A, jB, C, . . . , au moyen des 
equations 

2C = -d. -j- “j- Ca^ -1- -j- . . \ 

B + (6) 

c J 

I’expression sera transformee en une autre de la meme 
forme et ayant le meme nombre de termes, savoir 

arA-\-hrB-\-CrC-{-drD-\- ... (7) 

Dans cette expression les nouveaux coefficients 
satisferont done aux equations (5). 

3. 

Compensation par des fonctions Un&aires des observations. 

Les quantites compensees qui correspondent aux 
quantites observees 

. 



• • > 


0 , 
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seront designees par 


^a+®s. 


On pent toujours supposer que le calcul de ces 
valeurs soit execute au moyen d’expressions de la forme 
(7), de maniere qu’on peut poser 


Or Vr = Ctr^ ~f“ hrJB —j— Cr 0 — |— . . . (8) 


ou r == 1, 2, n, Les coefficients i, c, ... sont 
formes avec a, b, c, ... de la maniere indiquee dans le 
paragraphe precedent et ils satisferont done aux equa- 
tions (5). 

Gorame les coefficients originaires a, B, c, ... ne 
doivent pas necessairement satisfaire exactement aux 
equations (1), nous pourrons, en introduisant les nou- 
veaux coefficients et les nouvelles constantes A\ C , . . 
ecrire 

O; + = arA^-{- brB^+ CrC+ ... (9) 


Tandis qu’on doit de cette maniere, si Ton se sert 
des coefficients choisis a, 6, c, ... introduire des correc- 
tions (^’r) dans les valeurs vi-aies (OJ.) correspondantes 
aux observations, nous pourrons imaginer une troisieme 
suite de quantites 


O" 0" O" 


// 


qui a present se comporteront comme les valeurs vraies, 
e’est-a-dire comme des quantites pour lesquelles les cor- 
rections calculees s’evanouiront. Nous aurons done pour 
cette suite 


o;^ = arA"-^brF^+CrC'+ ... 


( 10 ) 



Les constantes A, B, C, . . des equations (8) doi- 
vent en general etre considerees comme des fonctions 
des valeurs observees et des coefficients choisis a, b, c, . . . 

II sera pourtant necessaire de restreindre ici la gene- 
ralite du probleme par la condition que A, (7, . . . 
solenf des fonctions liniaires des valeurs observSes. 

Nous poserons done 

A = == \ 

5 = [yO], 0=[^0], ..... / ^ ^ 

ou X, IJ^ z, . . . , affectes d’indices dependent des coeffi- 
cients a, 6, c, ... et par consequent aussi de a, h, c, . . . 
mais sont independants des valeurs observees. 

L’ equation (8) est ainsi transformee en 

== arlxO-l^brW + CrlzO-] .... (12) 

Si les quantites Or sont calculees de la menie 
inaniere, on aui*a 

[yO"], [^0"], (13) 

mais les corrections calculees doivent ici s'evanouir, et 
par consequent les equations (10) seront exactement 
verifiees par ces valeurs des constantes. G’est pourquoi 
nous pouvons eliminer les quantites Or- Gar, si Pon 
multiplie P equation (10) par Xr, et si Pon additionne les 
differentes expressions obtenues en posant r = 1, 2, . . . 
on aura 

[^0"] =- [ax] A''+ [bx] [cx] (7'+ . . . , 
et par consequent 

A" = [ax] [bx] [cx] C"+ . . . 
et par analogic 
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B" = iaij] A"+ \by-\ B"+ [c*/] C"+ . . . 
C" = [az] A"+ [dz] £"+ [cz-] C"+ . . . 


Gependant, comme les coefficients A'\ B", C", ... 
sont des quantites qui ne peuvent pas etre detemiinees, 
les equations formees de cette manifere doivent etre 
identiques, et les coefficients x, y, z doivent done satis- 
faire aux equations 

[ax] = 1, [ay] = 0, [az] = 0, . . . ’ 

[bx] = 0, [by] = 1, [bz] = 0, .. 

[cx] = 0, [cy] = 0, [cz] = 1, ... I 


Le nonibre de ces equations est 6^, si e est le nombre 
des elements , tandis que le nombre des coefficients 
y, s, ... est en. G’est seulement dans le cas de 
e = n que les coefficients ... seraient complete- 

ment determines par les equations ( 14 ), et, si Ton em- 
ployait les valeurs ainsi determinees, on trouverait toutes 
les corrections Vr = 0. 

Si les coefficients x, ... sont remplaces par 

les coefficients nouveaux c, 7, ••• deflnis par les 

equations 


Xr = 


Prar 

[paci] 

Zr = 


■fri Hr — 


Prbr 


Pr Cr 


[yee] 


[ybb] 
Cr+ ) 


-i-yjv’i 


( 15 ) 


les equations de condition de ces nouveaux coefficients 
seront 


[af] = 0, [ayj] = 0, [aj] = 0, . . . 
[if] = 0, [6,]=0, [5C]=0, ... 


( 16 ) 
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Les conditions (14) ou (16) doivent done etre rem- 
plies pour toute compensation dans laquelle les valeurs 
compensees des observations doivent etre des fonctions 
lineaires des valeurs observees. Reste a determiner les 
conditions de la compensation la plus favorable; mais 
cette question ne peut etre tranch^e que par un calcul 
de probabilites, et les regies qui doivent etre employees 
seront traitees en detail dans le paragraphe suivant. 

4. 

Cdlculs de prohahiliUs. 

Apres qu’on a execute une observation, I’erreur 
qu’on a commise sera une quantite completement deter- 
minee, savoir la difference des valeurs vraie et observ^e; 
mais avant I’observation et, par consequent, avant que 
cette quantite ait regu une valeur determinee, il y a la 
^ossihiliU d’une multitude infinie de valeurs pour I’ob- 
servation et pour son erreur. Nous partirons de ce point 
de vue aprioristique , en supposant que le calcul est 
execute avant toute observation et qu’on doit, par suite, 
tenir compte de toutes les valeurs possibles de I’erreur. 

En ce qui concerne les erreurs d’ observation elles- 
memes, nous supposerons que la probabilite des erreurs 
possibles de chaque observation prise separement est 
determinee par la loi exponentielle des erreurs. La 
validite de cette supposition est, comme on sait, fondee 
sur ce que Ton peut imaginer que les erreurs sont pro- 
duces par une multitude d’erreurs partielles indepen- 
dantes I’une de I’autre qui, prises chacune separement, 
influent sur I’erreur totale. Gela implique une supposi- 
tion double en ce qui concerne les observations elles- 
memes, a savoir: 
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1) Que rerx’eur commise dans une observation parti- 
culiere n’influe sur aucune autre observation; 

2) Que chaque erreur d’observation peut indifferem- 
ment prendre les mSmes valeurs positives et negatives. 

Outre les erreurs d’observation, une autre espece 
d’erreurs intervient encore dans les valeurs compensees; 
c’est celle qui provient de la difference entre les coeffi- 
cients choisis a, B, c, . . . , et leurs valeurs vraies. Tandis 
que les erreurs d’observation, que nous designerons par 
sont determinees par 

= a,— Or, ( 17 ) 

1’ autre espece d’ erreurs, que nous nommerons erreurs 
de formule et que nous designerons par w', peut etre 
definie par I’equation 

== ( 18 ) 

Pour ces erreurs on aura de meme cwant le choix 
des coefficients a, B, c, une infinite de valeurs pos- 
sibles; mais nous n’avons aucun moyen de determiner 
les lois des erreurs valables ici, et surtout il n’y a au- 
cune raison pour supposer ici la validite de la loi ex- 
ponentielle, corame nous I’avons fait pour les ei'reurs 
d’observation. 

Nous pourrons pourtant toujours supposer remplies 
les deux conditions suivantes: 1) toutes les erreurs de 
formule sont independantes I’une de I’autre; 2) elles peu- 
vent toutes prendre indifferemment les m^mes valem's 
positives et negatives. Or les n erreurs de formule ne 
dependent que du choix des n coefficients a, 6, c, 
et I’on peut toujours supposer que les choix arbitraires, 
en nombre infini, de ces coefficients varient de maniere 

II. 29 
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a faire qu’une erreur de formule parcoure toute la serie 
de ses valeurs, tandis que les autres ne varient pas 
et qu’en meme temps chacune des erreurs prend aussi 
souvent les niemes valeurs positives que negatives. II 
va sens dire que les erreurs de formule sont en tout 
cas independantes des erreurs dues aux observations 
elles-m^mes. 

Nous definissons comme a I’ordinaire Ja valeur 
moyenne^ d’une fonction des erreurs comme la sonime 
des valeurs que la fonction prend en tons cas possibles, 
divisee par le nombre de ces cas. Si la meriie valeur 
se presente plusieurs fois, il faut la compter autant le 
fois qu’elle iiitervient. Comme notation de la moyenne 
d’une fonction on se servira dans ce qui suit d’un trait 
horizontal sar le symbole de fonction: ainsi w designe la 
moyenne de u, 11 suit de nos suppositions sur les er- 
rears que la moyenne d’un produit de deux facteurs 
dont run est une fonction d’erreurs qui n’entrent pas 
dans I’autre est ^gale au produit des moyennes des deux 
facteurs, et que la moyenne d’une puissance impaire 
d’une erreur est nulle. Si nous remplagons une fonc- 
tion U des erreurs inconnues, par F, I’erreur commise 
sera TJ — V. „L’erreur moyenne" M de la meme sup- 
position sera definie par 

= {U—V)\ 

Plus petite est cette erreur moyenne, plus „avan- 
tageuse" est jugee la determination. Comme a sa 
plus petite valeur pour V = savoir la valeur 

TP—(U)\ ( 19 ) 

la plus avantageuse determination de Ur sera Ur ^ iir 
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= 0, et le carre de son erreur moyenne sera Hr- Le 
„poids“ yj de cette determination on de la valeur obser- 
vee Or est inversement proportionnel an caiTe de I’er- 
reur moyenne de la determination, d’oti il suit que 

. . . = 2^nUn = m\ (20) 

oil m designe Terreur moyenne de I’unite arbitraire de 
poids. Ces relations ne sont valables que pour les er- 
reurs d’observation , mais non pour les erreurs de for- 
mule. 

Gomme nous supposons que les erreurs d’observation 
sont assujetties a la loi exponentielle des erreurs, nous 
dirons, conformement au principe d'oii la „methode des 
moindres caiTes" a tire son nom, que les valeurs les 
plus probables des valeurs observees seront celles pour 
lesquelles la somme 

- «?)'] == * NOTE 2. 

devient un minimum. Dans la methode ordinairement 
suivie pour le calcul des valeurs les plus probables, on 
n’a pas considere les coefficients a, B, c, comme 
variables, et le pr obi toe pent alors, comme on sait, 
etre reduit a chercher le minimum de la somme 
Mais on reconnait facilement que cela ne saurait etre 
permis ici, ou les coefficients a, B, c, . . . , sont supposes 
variables, pai* cette premiere raison que, dans le cas ou 
Ton choisirait autant d’elements que d’observations, 
toutes les coiTections Vr s’evanouiraient et que par con- 
sequent le minimum absolu de serait zero. Mais 
a ce minimum ne correspondrait evidemment pas la 
compensation la plus avantageuse. Gomme nous ne 
connaissons pas la grandeur des erreurs Vr, nous devons 

29 * 
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a regard de \_p[u~-vY\ chercher sa determination la 
plus avantageuse, savoir sa valeur inoyenne 

et au minimum de cette quantite correspondra, par suite, 
la compensation qui doit eti*e consideree comme la plus 
avantageuse. 


5. 

La comfensation la plus avantageuse. 

On a, d’apies les equations (10), (11) et (12), 

a; = fl,[a:O"] + 5,[yO"] + c.[0O''] + ...,| 

et comme Or — Or = on obtiendra, par sous- 

traction de ces deux equations, 

Ur — Vr = — Ur ar{X {U-[- u/)^ -j- hr [?/ (U -j- ^^)] "!“••• (22) 

Si nous ecrivons 

*N0TE3. — = [pU^'] — ^[puv]-\-[l)V^];^ 

le dernier de ces trois termes sera determine par la 
premiere equation (21) ; au contraire, les deux premiers 
contiendront les erreurs inconnues. Aussi ne pouvons- 
nous seulement que determiner les valeurs les plus avan- 
tageuses de ces deux termes. 

On a, d’apres I’equation (20), 

=: (23) 

et, d’apres I’equation (22) ci-dessus, 

PrUrVr = Wr (^^r “j- wj) — Pr arUr[x (U u')~\ 

PrhrUr {^l -j- . . . , 
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par oil nous trouverons facilement, au moyen de la 
regie de la determination de la valeur moyenne donn€§e 
dans le paragraphe precedent, 

\_pu v~\ = — [^pirax] — — ... 

Cette expression se reduit en vertu des Equations 
(20) a 

nnf — nf[ax\ — m^\hif\ — . . . ; 
ensuite nous obtiendrons au moyen des equations (14) 
\_ptiv] = myf — enf, (24) 

Par consequent, si nous designons la valeur moyenne 
cherchee de par F, en posant 

V sera d4terminee pai' 

V = |j9«;^]-l-(2ef — n)m\ (25) 

Cela fait ressortir qiPo-n doit coiisidirer comine la 
plus avantageuse la compensation pour laquelle la quan- 
tiU [pv^^-\-[2e — et par consequent aussi 

{pv^']-\-2enf 

a la plus petite valeur pour une suite donnee d’obser- 
vations. 

Pour un nombre invariable e d’elements, la com- 
pensation la plus avantageuse correspondra done a la 
valeur minima de \_pv^']\ e’est pourquoi nous pourrons, 
les coefficients a, 6, c, ... etant donnes, executor le 
calcul comnie a Pordinaire; mais, si Pon compare deux 
developpements qui sont calcules pour des nombres 
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differents d’ elements, on doit de plus tenir conipte du 
nombre des elements. 

Nous pouvons aussi determiner la Yaleur moyenne 
de d’une autre maniere, en remplagant la 

vraie valeur de par la valeur la plus avantageuse 
de cette somme calculee avant les observations. On a, 
d’apres I’equation (2^) 

{Ur — V^“ = Wr®(l— — 

+ al [r . . . 


par ou Ton obtient 

[p{u-vf] 

= [ ( 1 — 2 by ...)] + [P ^)] 

+ (26) 


Ici Ton introduit les expressions de ic, y, 2 ? . . . donnees 
par (15), ce qui fait intervenir les coefficients nouveaux 
f, 3^, f ... qui doivent satisfaire aux conditions (16). 

Des plus, nous emploierons la notation abregee 


•NOTE 4. 


ii)r = 


n—e 



pa a 

phh \ 


{_paa\ 



(27) 


OU le second membre est toujours positif, a moins qu’il 
n’y ait pas d’erreurs de formule, auquel cas nous aurons 
= 0 . 

L’equation (26) deviendra done 

+ |>i^][7V+««)]+... (28) 

Cette expression aura, pour des valeurs donnees des 
coefficients S, c, . . . sa valeur minima quand 
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f, = 0, 7}r = 0, Cr = 0, ... (29) 

et les coefficients x, y, z, ... seront done, pour la deter- 
mination la plus avantageuse de (15) fournis par les 
formules 


Pr 2-^r 


Pr 

[pccy 


Cf 


(30) 


Si Ton emploie ces valeurs des coefficients . . . 

on tirera des equations (11) et (12) 


^ ~ {pacq ' " ~ [p66] ’ “ [per] ’ 

et 


= ipoo-] 


[paOJ 

\_paa] [p56] 


[_pcc] 


(31) 

(32) 


Si nous voulons de nouveau introduire dans ces ex- 
pressions les coefficients primitifs a, b, c, au lieu de 
a, 5, c . . . , cela peut facilement se faire au inoyen des 
equations (3) et (4). Si nous introduirons en meme 
temps les constantes 2(, S, (£, . . . au lieu de J., J5, C, . . 
ce qui pourtant sera superflu d’ordinaire dans le calcul 
pratique, les resultats prendront la forme sous laquelle 
ils sont presentes d’habitude dans la theorie des moindres 
carres. 

Si Ton compare les deux expressions (25) et (28) 
de la valeur moyenne de [i>(^— ‘y)^, on obtiendra avec 
les valeurs calculees des coefficients a?, y, , pour 

la determination la plus avantageuse, 

m'-t-Jrt'* = . (33) 

' n—e ^ ^ 


L’erreur moyenne M de la determination 
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employee pour la determination de V dans (25) est, d’apres 
I’equation (19) rapprochee des equations (23) et (24), 
determinee par 

i/® = ([pM*] — 2[pMij])^— (2e — 

Le calcul de la valeur moyenne cherchee ici peut 
etre execute sans difflculte et le resultat prend une forme 
simple, si I’on suppose que la loi exponentielle des 
erreurs est valable ici pour les erreurs des observations, 
car nous obtiendi-ons, grace a ces hypotheses, 

plvi — 3w* 
et, comme resultat final, 

•xroTB3. — (34) 

II en results 

‘BOTE 6. iU>l/2w-m** 

Comme nous avons, de plus, d’apres la determina- 
tion la plus avantageuse donnee par (33), 

on reconnalt que le rapport de I’erreur moyenne M, 
que nous employons pour la determination de la com- 
pensation la plus avant^ense, a la somme.[p®^] eon- 
vei^e vers zero pour un nombre croissant d’observations, 
si le nombre des elements e est ou un nombre donne 
ou dans un rapport donne avec le nombre n des obser- 
vations. 
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6 . 

La comj^emation la plus avantageuse calcuUe cVune autre 

maniere. 

La condition de la compensation la plus avanta- 
geuse trouvee dans ce qui precede iie depend pas de la 
loi des erreurs de formule et le resultat ne doit done 
pas varier, quelles que soient les lois de ces erreurs, a 
condition que nos deux suppositions relatives aux er- 
reurs soint realisees. Pour cette raison il ne sera pas 
sans interM de contrdler le resultat trouve en executant 
les calculs suivant les principes appliques dans la me- 
thode des moindres carres en faisant cette hypothese, 
que la loi exponentielle des erreurs soit encore valable 
pom* les erreurs de formule et que les memes poids, 
qui correspondent aux erreui's des observations, Wr, cor- 
respondent encore aux erreurs de formule, Ur^ tandis que 
les erreurs moyennes de I’unite de poids des deux 
especes d’erreurs peuvent differer. 

En partant de ces deux suppositions, on pourra 
dans les equations (9) et (10), savoir 

Or-\-Vr = -\-brB^ -]-CrC 

o;' = arA^'+hrB^^+CrO'-i-,.., 

traiter les quantites Or comme observations ayant les 
poids pr et Or comme les valeurs vraies correspondantes. 
Les constantes A\ B\ O , . . devront done etre deter- 
minees suivant les principes connus des moindres carres 
par le nombre correspondant d’„equations normales“, 

\_pav'~\ — 0, \_pb'G''\ = 0, {pev^^ = 0 ... (35) 

En m^me temps on trouvera par souslraction des 
deux equations ci-dessus 
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= ^’r == 4-br{B'-B^') +-.•-; (36) 

par suite, au moyen des equations (35) en multipliant 
par 2^r< et en additionnant toutes les equations qui cor- 
respondent aux indices 1,^,3 ... on obtiendra 

La determination la plus avantageuse est de plus 
donnee par I’equation bieii connue de la theorie des 
inoindres carres 

^ ^ .ggx 

n n—e 

Nous pouiTons traiter d’une maniere analogue les 
equations 

Or “f” 'Or = Olr ^ br B — }— C^O . . * ^ 

o;' ^ arA^'+brF'+CrO^ . . 

par ou nous obtiendrons 

\j)av] = 0, \_ 2 ^b'v\ = 0, ipcv] = 0, ... (39) 

et 

Or-t-Vr—Or = t/'r—Ur—tfr = Clr(A—A”)-hbr(B~-B'')+... (40) 

Grace a cette deniiere equation, en multipliant par 
2yr^r et additionnant les equations qui correspondent aux 
indices 1, 2 ... ??, on trouve 

[pv(v — u — w')] = 0; (41) 

de menie en multipliant parpfrK on trouvera d’apres (35) 

[2Jo' {v — u — u'y\ = 0, (42) 

tandis que des equations (36) et (39) on tirera d’une 
maniere analogue 


\_pv{u' — v')] = 0. 


(43) 



( 44 ) 


De plus on a I’equation con*espondante a (38) 

»')=] _ 

n 71 — e' 

On pent encore ajouter deux equations que I’on ob- 
tient en remarquant que les erreurs d’observation n ne 
dependent en aucune maniere des erreurs 71 ' et v' dont 
I’origine est due seulement au choix des coefficients 

a, B, c II s’ensuit que la determination la plus 

avantageuse et la plus probable sera donnee par les 
equations 

= 0, (45) 

= 0. (46) 

Au moyen des relations, les unes exactes, les autres 
seulement probables, qui ont ete etablies entre les erreurs 
— et nous aurons precisement besoin de toutes ces 
equations — est il possible de determiner la valeur la 
plus avantageuse de [_p(w — vf] exprimee par des quan- 
tites connues. 

En premier lieu, en additionnant les cinq equations 
(37), (41), (42), (43) et (46) on trouve 

tandis que les equations (44) et (45) donneront 

71 71— e * ^ ^ 

Au moyen de ces deux equations, combinees avec 
P^quation (38), nous pourrons eliminer et 

par ou nous obtiendrons 
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La valeur la plus avantageuse de [p(u — vf] sera 
done 

[p — 2 ip («"] + ip «“] , 

expression qui se transformera en 

[p y®] + (2 6 — n) m\ 

si nous introduisons la notation I’erreur moyenne de 
Tunite de poids, et si nous rempla^ons \_p^i^'] par la 
valeur la plus avantageuse de cette somme, a savoir n nf. 

Le resultat est done identique au resultat trouve 
dans Pailicle precedent. 


7 . 

Applications. 

La condition pour qiCon xyuisse ohtenir un resultat 
mellleur par les valours compensies que par les valeur s 
observees est 

[p(u--vf]<[pu^]. 

Si Ton remplace ces quantites respectivement par 
lenrs valeurs les plus avantageuses, savoir \jpv^~\ + {^e—n)'in^ 
et nm^, on obtiendra 

( 49 , 

eondition qui done doit etre remplie, si Ton veut qu’il 
y ait avantage probable a faire la eompensation avec 
les eoefficients admis. 

Si Ton ne connait pas Terreur moyenne m de Tunite 
de poids des observations, mais au eontraire les valeurs 
vraies des coefficients a, 6, c . . . , on pourra, en faisant 
la compensation avec ces coefficients , determiner la 
valeur la plus avantageuse de w^, au moyen de f equation 
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equation qui resulte cle (33), car nous aurons dans ce 
cas = 0. 

Au contraire, si Pon ne connait ni les valeurs ^Taies 
des coefficients a, B, c ni Perreur moyenne de Punite de 
poids, on ne pent pas savoir, si la compensation domiera 
%m risultat meilleur qne les ohservations immhliates, 

Pourtant, meme dans ce cas, la compensation pent 
etre d’une utilite essentielle, a un autre point de vue. 
Tandis cp’on ne peut, comme nous Pavons suppose, 
rien savoir de la grandeur de la somme des carres 
des erreurs d’observation elles-memes , on pourra au 
contraire determiner par la compensation les limites^ 
entre lesquelles est vraisemhlahlement comprise la somme 
\_p{u — vY\ des carres des valeurs compensees et Pon 
pourra de cette maniere juger dans un cas donne, si 
Pon peut, oil non, se contenter des valeurs compensees. 

On aura d’apres (33) 

m = ^ ^ m \ 

n — e 

et si nous introduisons cette valeur de nf dans Pex- 
pression 

V = \^iw^']-\-{le — n)nf, 
nous obtiendrons 

V = — — — (^^ — (50) 

— e 

deux expressions qui font voir que F ou la valeur la 
plus avantageuse de \_p(u — vf~\ est comprise entre les 
limites 
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Pom* e = i n , ces liniites coincident. 

2) La coinpenscdioH calcitUe comme a V ordinaire par 
les valew's vraies des coefficients a, b, c, . . . est plus 
amntageuse j qtCaucune autre compensation d un nombre 
d^Mements egal ou plus gravid. Par consequent, si I’on 
n’a qu’un element, les valeurs vraies des coefficients 
donneront toujours la compensation la plus avantageuse. 

On reconnait facilenient T exactitude de cette pro- 
position, en posant dans Tune des expressions ci-dessus 
de F 

\^pv^'\ = {n — e){nf-\-m'^)^ 
par ou Pon obtient 

V = em^-\-{n-- e)m'^, (51) 

Si Pon se sert dans la compensation des valeurs 
vraies des coefficients a, b, c, , . . , on aura w' = 0 et 
par consequent 

V = enf; 

au contraire si Pon se sert d’autres valeurs et si Pon 
admet d elements, on aura 

F == d 

valeur qui est plus grande que la precedente, si d 
est egal ou superieur a e, 

Au contraire j on pent obtenir une compensation plus 
avantageuse avec un nombre plus petit d'iUments, 

D’apres (32), nous avons 

IpaQ-f [phOJ {plOJ 

|>«a] [pbb'i ••• iplT]' 
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en designant par I le dernier des elements a, b, c . . . 
tandis que leur nombre est designe comme dans ce qui 
precede par e. 

Si nous negligeons le dernier terme de cette serie, 


elle sera augmentee de 


et le nombre des ele- 


ments diminuera d’une unite. Par consequent, en iiegli- 
geant le dernier element, on augmentera V de 


Done, si Ton a 


[pior 

[pin 




ipioy 

IpU] 


< 


5 nf 


cet accroissement sera negatif, et T'on pent vraiseniblable- 
ment avec avantage negliger ce dernier element. Que 
les observations puissent en realite avoir de telles valours, 
e’est ce qui se voit facilement; rien inline n’empeche 
d’imaginer une serie observations pour laquelle = 0. 

II va sans dire qu’on pent de m§me se demander, 
si Pon ne doit pas negliger deux on plusieurs elements 
et remplacer les coefficients a, B, c ... que Ton conserve 
par des valeurs autres que celles qui originairement 
etaient les valeurs vraies. 

3) Si Ton ne connait pas les valeurs vraies des 
coefficients a, B, c . . . , on doit choisir ces valeurs ai‘bi- 
trairement, de maniere pourtant a satisfaire a la con- 
nexion donnee entre elles, d’oii depend la compensation 
(voir section 1). 

Ensuite, on calcule successivement les coefficients 
. (voir section 2), et Ton trouve de cette ma- 
niere les termes successifs de la serie 
indiquee ci-dessus. 
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Quand on parvient a un terme numeriquement plus 
petit que il doit etre neglige et de m§ine Pelenient 
correspondant; en general on pourra s’en tenir aux 
terines calcules avant celui-la. 

Si, de plus, m est inconnu, on pourra pourtant en 
tout cas reconnaitre quels termes de la serie on ne doit 
pas 7iegligeri ainsi tous les termes qui sont numerique- 
ment plus grands que %rrr, et par consequent aussi les 

r pv“~\ 

termes qui sont plus grands que ^ doivent etre 

conserves. On pourra ici determiner \_pv^ au moyen 
des termes deja calcules. En general il ne sera pas de 
grande consequence pour la determination du nombre 
des elements, que Ton connaisse ou non. 

Finalement, si Ton veut comparer plusieurs com- 
pensations calculees avec des coefficents differents, on 
doit en premier lieu determiner pour chaque compensa- 
tion en particulier le nombre le plus avantageux d’ele- 
ments et puis comparer les valeurs de V obtenues de 
cette maniere par les diiferentes compensations. 

Parfois on pent, en outre, demander s’il est plus 
avantageux de calculer toute la serie des observations 
avec les mtoes coefficients ou de la subdiviser en plu- 
sieurs series et de calculer chaque partie au moyen de 
coefficients particuliers , auquel cas on doit remarquer 
que, les nombres des elfeients des series particulieres 
etant e\ d' . . ., le nombre total pour toute la sdrie sera 


Une telle subdivision d’une serie donnee d’obser- 
vations peut, par exemple, etre encore appliquee k des 
observations de deux ou de plusieurs quantites, dans 
lesquelles les valeurs observees sont melees d’une maniere 
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inconnue, ou a des observations d’une seule quantite, 
pour lesquelles Ton connait Terreur moyenne des er- 
reurs accidentelles, mais ou se sont en outre introduites 
des erreurs constantes pour quelques observations parti- 
culieres, sans qu’on sache pour lesquelles. Nous ne 
ti’aiterons pas ces problemes particuliers de compensation, 
parce que nous avons indique la marche a suivre pour 
trouver une solution, s’il en existe une, le probl^me etant 
en tout cas reduit a la determination des corrections v 
de maniere a obtenir pour la serie totale d’ observations 
la valeur la plus petite possible de 


IX 


30 
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NOTES. 

NOTE 1. Ge memoire contient un supplement a la 
theorie ordinaire de la compensation des erreurs d’ob- 
servation. En se mettant au point de vue aprioristique, 
Lorenz soutient que, meme dans le cas ou Ton connait 
les valeurs vraies des elements, on n’obtiendra pas tou- 
jours la compensation la plus avantageuse en se servant 
de ces valeurs vraies. 

La theorie de Lorenz a ete combattue par M. le 
capitaine (a present general) Zachariae.* 

NOTE 2. La condition 

\^p(u — vf\ = Min. 

donnera le meme resultat que la theorie ordinaire des 
moindres carres, si I’on remplace, comme le fait Lorenz, 
les quantites inconnues par leurs valeurs moyennes. 

NOTE 3. Le texte de Lorenz en ce passage est 
tres peu clair. Lorenz dit que la valeur de est 

determinee par I’equation (21) et que, pour cette raison, 
on ne pent determiner la valeur la plus avantageuse de 


® Voir „Tidsskrift for Mathematlk**. 1872. Zachariae: Udjevning 
af lagttagelsesfejl (deux notes) p. 97—103 et 182— ISS, et les 
repliques de Lorenz, dans le mtoe journal, Bidrag til Udjev- 
ningsproblemet, 1872, p. 125— 135 et Et Gjensvar, 1873, p. 31 
-32. 
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Ip w"] — 2 [2? w t?] + 12^ que par les deux premiers termes. 
On doit done en conclure qu’il considere Vr comme une 
constante et que par consequent == 0. Le re- 

sultat ne concorde pas avec celui de Lorenz; mais e’est 
qu’en effet, ici comme dans la formula (28), il remplace 
la vraie valeur de Vr par sa valeur la plus avantageuse 
calculee avant Tobservation. 

NOTE 4. Je ne peux pas voir poui'quoi la quantite 
designee par Lorenz par doit etre supposee positive. 

NOTE 5. L’evaluation de Pexpression 

if] — 2 [ 2 ? «i?]) — (2 e — fifm^ 

pent se faire de la mani^re suivante. 

On a 

jSP = [_p ^[puv] [p It {V — w)] — (2 e nj m * ; 

nous allons calculer separement la valeur de chaque 
terme. 

On a 

O = pA ApAi + • • • 

et par consequent 

oil le dernier groupe comprend termes, et comme 

p\i^ = on aura 

Gonsiderons ensuite le terme 

\_puv] \_pu{v — m)] 

= [pu{u-{-u') — a\x{u-\-u')'\ — ...] 

X \_pu{vl — a\x{u-\-u*~\ — + •••]• 

30 * 
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Tout terme qui ne contient qu’a la premiere puis- 
sance s’evanouira; aussi les termes qui dependent de 
se trouvent ils dans Pexpression 

[jp u {u ' — a \x ?/'] — . . .)]® 

=- If — ^axv!^— 2^2/'^''.. .)J 

— — e), 

Reste a calculsr la valeur de 

— [^pu{n — a\x'ii\ — h[yu\ . . .] \_]pu{a[x^i\-\-b[;i/u] . . .)] 

= — [.P xu^-{-ph yi^ • . .] + ^ [2^ • -T- 

Mais on peut remplacer par m®, 2^1^ par 
par consequent, on aura 

Ip ir\ [^pa xil‘-\-ph yu^ . , .)] 

= OT^(« + 2)([aaj] + [6y'] + .,.), 
et comme [a a?] = [5 ;(/] = ... 1 , il viendra 


[p tf] \_pa xii^-\-ph yi ^ . . = m^e {n + 2). 

Finalement on aura 

\im {a [xu] -f- b jj/w] . . - f 

= lpuaY{poiq^+ • • • 

+ 2[p2m] [_pw 6 ] \xu\ \_y%i] + . . . 


= I + [6’ij] [|-j + ■ • • 

~f~ 4? ^ {O/r Cls Xr ”i“ ^r^syr^t ■ • •) 

+ 2([a.V] + [6=yT + ...) 


+22’l>a5][^] 

-\-4i£[xybal 

+ 22’2’or5,a:ry. + 222’ar6sa;»2/rj 

= [^] + 2 2’[«aj]‘+ 2 

+22i«flj][iy]+22'|>a&] 
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Mais comme \_pab~\ = = ... = 0 et, par 

consequent, [ciy'] = {az\ = ... = 0, on verra facile- 
ment que toute Pexpression se reduit a 

On aura done 

ik/- = — e) — 

+ 4>w^(3 e-\re (e— 1)) — {^e — nf 
— — e). 

NOTE 6. Lorenz a, par meprise, ecrit 

mais sa conclusion est pourtant juste. 




SUE LA E^DUCnOE 

DU FACTEUS EULi^RIEK 




SUE LA REIHJCTIOII DU PACTEDR EDLERIEN.* ^ note i. 

TIDSSKRIFT FOR MATHEMATIK 1874, P. 33-39. 

Les fonctions transcendantes qui seront traitees id 
peuvent etre classifiees de la maniere suivante. La trans- 
cendante monome du premier ordre est definie par 

6, = \f{a)da, 

ou la limite superieure de Pintegrale est une fonction 
aigebrique de x et y, tandis que la limite inf^rieure est 
une constante. La fonction f est, comme les autres 
fonctions qui, dans ce qui suit, seront designees par la 
meme lettre affect6e d’indices differents, une fonction 
algebrique de la variable independante , ici ct; au con- 
traire, on suppose que 0 ne puisse pas etre exprimee 
algebriquement par la variable. 

Une fonction tranecendante du premier ordre qui 
est designee par est une fonction algebrique de £r, ij, 
transcendantes monomes du premier ordre comme 6^^ 
d[ ... et des fonctions inverses de 6^, 81 ... % . > • 

considerees comme fonctions de a, . . . Une fonction 
monome du second ordre a la forme 

La fonction transcendante du second ordre est une 
fonction algebrique de j/, 8^, 6[ 7j[ • • ., 8^, d[ 

derni^res fonctions sont les fonctions 
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* NOTE 2 . inverses de 8[ En continuant de cette maniere, 
la definition des transcendantes monoines et des fonc- 
tions transcendantes d’ordre superieiir est immediatement 
evidente. 

Une equation entre les fonctions transcendantes de 
ladite espece ecrite sous la forme la plus simple, de 
maniere que le nombre des transcendantes mondmes de 
Pordre le plus eleve et de leurs fonctions inverses soit 
reduit a son minimum, doit etre identique en particulier 
par rapport a chaque fonction de ladite espece; car 
autrement on pourrait exprimer une d’elles algebriquement 
par les autres et par les fonctions d’ordre inferieur, de 
sorte que le nombre des transcendantes de I’ordre le 
plus eleve ne serait pas reduit a son minimum. 

Je suppose maintenant qu’une equation donnee 
dy-\-Pdx = 0, on P est une fonction alg^brique de x 
et 2 /, a mi facteur integrant qui pent §tre exprime par 
les transcendantes de I’esp^ce defmie ci-dessus; le pro- 
bl^me a resoudre sera, de trouver une forme normale a 
laquelle pent etre reduit chaque facteur transcendant de 
ladite espece, J’ai cherche k resoudre ce probl^me de 
cette maniere: j’imagine qu’un facteur integrant P soit 
domie comme fonction transcendante de Pordre w, c’est 
a dire comme fonction algebrique de ... ..., 

de fonctions monornes d’ordre inferieur, de leurs fonc- 
tions inverses et enfin de x et y, Je cherche alors a 
reduire ce facteur a im autre, d’ordre inferieur et ainsi 
de suite. On suppose toujours dans le calcul que le 
nombre des transcendantes est reduit a son minimum. 

Nons chercherons d’abord la reduction de F par 
rapport a 6n^ que nous designerons provisoirement, pour 
abreger, par la seule lettre ff. 
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L’eqiiation de condition du facteur est 


6F^ dF 
dx ' dy 


+F~ = 0 . 

dy 


(1) 


Comme F est une fonction algebrique de /9 (et des 
autres variables), nous pourrons consid^rer F comme 
racine d’une equation algebrique irreductible 


«o+«i'^+ ••• - 0, (2) 

ou les coefficients sont des fonctions entieres et rationnelles 
de 6 (et des autres variables). De la meme maniere P 
est racine d’une equation algebrique; mais a une racine 
paiticulik’e de celle-ci ne correspond pas necessaireinent 
une racine quelconque de (2), et il n’est permis que de 
supposer qu’une seule racine de (2) satisfasse a Tequation 
differentielle (1). 

Soit Q6‘ la valeur limite vers laquelle tend une racine 
de I’equation (2), lorsque 6 croit k Tinfini ou, ce qui 
revient au m§me, le premier terme de la serie qu’on 
obtient par le developpement de la racine suivant les 
puissances decroissantes de 

Ce terme peut etre determine de la manik’e sui- 
vante. Dans I’equation (2), F est remplacee par Qd^ et 
Ton separe dans les coefficients ... les termes 

qui contiennent les puissances les plus elevees de a 
savoir nous aurons ainsi provisoirement 

I’equation suivante pour determiner Q 


... = 0. (3) 

Pour* trouver lesvaleurs differentes que peut prendre *icote s. 
0, nous chercherons d’abord I’exposant juq pour lequel 


> p ’ 


2 
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ou jj designe un indice quelconque plus grand que 0. 


Puis on pent poser s = 


Mq 


9 . 


valeur pour la- 


quelle reconnait qu’aucun ex- 

posant de 0 dans (3) n’est plus grand que /x^. En 
negligeant tous les termes dont les exposants sont plus 
petits que sera facteur commun des termes res- 

tants et le coefficient de egale a zero donnera une 
equation propre a determiner Q. 

Si 2 est rindice le plus grand des termes de cette 
derniere equation, on cherchera ensuite un exposant 
a indice plus grand, pour lequel 


/It — fig 

— cj[ ^ p — 2 ’ 

ou p designe un indice quelconque plus grand que q. 
Puis on pose s == — ^ , par ou Ton obtiendra 

/iq + qs^fip + -ps, 

et par consequent pq -f- qs sera a present la puissance 
la plus grande de 6 qui entre dans (3). En negligeant 
tous les termes de degr6 inferieur et en divisant par 
on obtiendra une equation nouvelle par la- 
quelle d’autres valeurs de Q peuvent §tre determinees. 
En continuant de cette maniere, on obtiendra les 
equations suffisantes pour la determination de toutes 
les valeurs de Q correspondant aux m racines de Pequa- 
tion (2). 

Du reste ces equations peuvent aisement ^tre trou- 
vees de la maniere suivante. Qu’on represente . . . 

comme des ordonnees successives rangees d’apres leurs 
indices et que Pon construise un polygone convexe, de 
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manik’e a faire coincider ses sommets avec les extre- 
niites des ordonnees, de telle maniere qu’aucune d’elles 
ne soit en dehors du polygone. A chaque cote du poly- 
gone passant par deux ou plusieurs points fi correspondra 
alors une equation en Q\ par exemple, a un cote pas- 
sant par les points correspondra Tequation 

= 0 . 

Apres avoir trouve de cette maniere la valeur de 
Q6^ correspondante a F dans Tequation (1), nous rem- 
pla^ons F par cette quantite, et, comme I’equation est 
identique par rapport a 6^ nous egalerons a zero le 
coefficient de la plus haute puissance de 6. Cornme 

^ et ^ ne contiennent que des transcendantes d’ordre 
ox oy 

inferieur, cette puissance est et Ton trouvera 


bx 


0 


par ou I’on reconnait que Q, qui ne contient pas est 
un facteur integrant. 

De la in^me maniere on peut reduire le facteur par 
rapport a toutes les transcendantes monomes d’ordre n ; 
et Ton obtiendra finalement mi facteur ne contenant que 
les functions inverses des transcendantes mondmes 
d’ordre n. 

Si une telle function est designee par 77 , et si Ton 
se sert de nouveau de la lettre F pour representer le 
facteur integrant, I’equation de condition sera 


dF SF 1 dF 
dx'' 


1 


dx 


J % 


= (4) 


oil la differentiation par rapport a yj est indiqude se- 



474 


parement et ou rj est la fonction inverse de ^ 
d’oti resulte 

dr] 1_ 

dtn~i ~ f{yj) ’ 

Dans I’equation ci-dessus nous chercherons le coef- 
ficient de la plus haute puissance de apres avoir 
determine de la maniere indiquee ci-dessus le premier 
terme de Qrj^ dans le developpement de F suivant les 
puissances decroissantes de rj, En meme temps on 
trouvera la quantite hrf ovlIc est une constante, savoir 
le premier terme du developpement correspondant de 

Les termes de Tequation (4) qui entreront en 
consideration seront done 



II s’ensuit que Q sera un facteur integrant, si a est 
plus petit que 1, on si s est egal a zero. Si a-> 1 et si 
s differe de zero, on aura 


I ^ 

dx dy ~ ’ 


par ou Ton voit, en differentiant Tequation par rapport 
a que doit etre elle-meme un facteur integrant. 

Enfin, si tr == 1, on doit tenir compte de tous les 
termes de Tequation (5), et Pequation qu’on obtient en 
egalant le coefficient de a zero fait voir que 
sera im facteur integrant; car, si Ton remplace F par 
cette valeur dans I’equation de condition (1), on ob- 
tiendra I’equation trouvee. 
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Apres reduction par rapport a toutes les transcen- 
dantes inverses d’ordre n, le facteur integrant pent etre 
mis sous la forme A-i ou ou et 

sont des fonctions transcendantes d’ordre (;«— 1). 
Neaninoins, en vue des calculs qui suivront, ce facteur 
sera rapporte a la forme plus generale 


F = -f + • • , (7) 


ou C . . . sont des constantes. 

L’exposant de e, que nous designerons pour abreger 
par a pour deriv^e par rapport a une variable quel- 
conque une function transcendante d’ordre inferieur a n. 
Dans I’equation de condition de ^ 


^4.p^_L^_ 0 
dx^ 8ij ■ % ~ ’ 


( 8 ) 


les transcendantes monomes et leurs fonctions inverses 
seront au plus d’ordre w— 1. Par consequent, cette 
equation est identique par rapport a ffn-i et peut done 
etre differentiae par rapport a cette variable. Comme 
les coefficients difSerentiels de de meme que P, ne 
contiennent pas 6n-i, Tequation deviendra apres avoir 
ete diflferentiee’*' 


6 (^] 


dx 


% 


( 9 ) 


Pai* suite, si 


d(^] 


■ n’est pas une constante *, — ^ 
oun—i 


sera un facteur integrant; celui-ci est done reduit a I’ordre 
n—1, De meme on peut faire une reduction analogue, 
d<p 


si 




n’est pas constant etc. ; ce n’est que dans le cas. 


NOTE L 


NOTE 5. 
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ou ^5 a la forme 

<p = <l)n-i Cn—\ Bn—\ "|“ 1 ^n— 1 "!“••• (10) 

ne contenant pas dn-i , • . • ii^ais seulement 

leurs fonctions inverses, qu’on ne pent plus faire aucune 
reduction ulterieure. 

Si Ton dififerentie I’equation (8) par rapport a rjn-u 
que nous designerons pour abreger par la seule lettre ly, 
ismTE6. et si Ton divise par /(^y), on trouvera* 



Par cette equation on pent de nouveau reduire le 
facteur integrant a Tordre n •— 1 , a moins que Ton 

n’ait deduira ip = ^+c5/’(iy)c?^, 

(p etant independant de r^. Mais on reconnait facile- 
ment, que la demise integi*ale est d’ordre moindre que 
7 }^ de maniere que (p ne contient pas en realite yj dans 
ce cas. 

Nous pouvons done conclure, ou bien que la fonc- 
tion (pn-i de I’equation (10) ne doit contenir aucune des 
transcendantes inverses d’ordre (w— 1), et aura alors 
la forme 

(p = Cii-l On—i + G'n—i ffn-\ • • • 7 (1^) 

ou bien que la facteur integrant pent etre reduit a 
Fordre (^i— 1). Mais on pourra alors continuer la reduc- 
tion de la nieme maniere que ci-dessus jusqu’a ce que 
nous arrivions a la forme de <p indiquee dans (12). 

* C’est M. le Dr. phil. Jul. Petersen qui a le premier remarqu6 
cette Equation. 
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^lais on reconnait alors facilement que la reduction peut 
‘tre continuee jusqu’a ce que nous arrivions finalement 
. la forme 

<p == ... 

lu (p est une fonction algebrique de x et y, 

DonCy si le facteur Etderien de V equation dy-j-Pdx = 0 
)eut Ure exprim6 'par des transcendantes de Vespece con- 
idei'ee id, ce facteur peut etre riduit a une forme nor- 
nale determin^e 'par 

Les sens des notations employees dans cette equa- 
ions est mis en evidence par ce qui precede. 


u. 


SI 
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NOTES. 


NOTE 1. Ce memoire est un remaniement dTine 
note „Om den Eulerske Factor^ (sur le facteur Eulerien) 
inseree dans Math. Tidss., 1873, p. 174 — 176. 

Comme M. le professeur J. Petersen avait avert! 
Lorenz dTme erreur contenue dans ladite note, tandis 
que le resultat conservait sa validite, Lorenz a ecrit le 
present memoire. 

NOTE 2. Les fonctions inverses rjn sont definies de 
la mani^re suivante. 

Soit On = ^f{tn^i)dtn-±, ou est une fonction 
transcendante d’ordre w— 1; alors on aura 


ou bien 


tn — 1 d/Tjn 1 

d7jn ^ 1 

dtn-± ’ 


NOTE 3. Lorenz cherche les valeurs de .9 pour les- 
quelles deux termes au moins ont des exposants egaux 
et superieurs a tous les autres. 

Le plus grand exposant doit au moins etre egal k 
et Pon cherche a determiner une valeur de s pour 
laquelle est superieur ou au moins egal 

aux valeurs des autres exposants. On doit done avoir 


A = A'j + >-Pp + s}} , 
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ou p peut etre un nombre quelconque compris entre 0 
et m. Par suite on aura 

et si cette condition est remplie, s peut avoir la valeur 
indiquee par Lorenz . 

^ est la valeur minimum de s. Supposons que 

q soit la plus grande valeur pour laquelle = fjLq-\-qs*, 
alors on aura, 

si et et Ton obtiendra une nouvelle 

valeur de 5 en cherchant un nombre pour lequel 

fj.q-\-'Sq = ? (p) 

p etant un nombre quelconque compris entre les limites 
q et m. Si cette condition est remplie, on peut poser 

^ _ /ig— ^ flq—l^p 
r-^q ^ ^-q 

On reconnait facilement qu’on peut continuer de la 
meme maniere en se servant a present de //r comme 
point de depart, si r est le plus grand nombre pour 
lequel la condition (6) est remplie, et ainsi de suite. 

Le raisonnement de Lorenz n’est poui-tant pas exact, 
car on ne sait pas si les coefficients a ne contiennent 
pas de variables qui deviennent infinies en meme temps 
que 6, 


31 * 
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NOTE 4. On voit imm^diatement que 


80 n-l 

mais on pent ecrire 


, /(I) 


= 0 ; 


dOn—± 

ddn-i dx 


on designe la derivee de ^ par rapport k x, dn-i 

etant consideree comine une variable independante de x. 
Puis on aura 


8df-i 8x 


h 

{ V 

1 eOn-i ) 

8( ] 

[ dx 

dx 


et de mfiine on obtiendra la valeur de 


NOTE 6. 


l } 


sera un facteur integrant si - 


n’est pas independant de y, c’est a dire ne se rMuit 
pas a une constante on a une fonction de x seul. Lorenz 
n’a pas consider^ le dernier cas. 


NOTE 6. Si Tjn^i est d^finie par I’^quation 

^71— 2 == ^ 1 1 

on aura 

^ 1 

et, par consequent, 

b(p ^ d<p 1 5i^n— 2 I 

dx ~ dyjn^i ’ dx [toj ’ 
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oil designe la derivee de (p par rapport a j?, prise 

en regardant comme une variable independante. 

Puis on aura 

_ \dy]n-i dtn -2 , [dx 


8x drja-i ’ 


et, apres multiplication par r , 

/ w «-0 




d(^] 

1 \dx) 

\ drjn-i f {rjn-^i) ) dtn-2 I 1 jdx 


dx ” f\y]n-i) dy]n-l 


el . ^ 

— l ) dy ^ n — i ) — 1 ./(^« — 0 i 

dx ' dx 


d(^ 

= V/(7w-i) dyjn-±) 

dx 

De la meme maniere on obtiendra 


1 Key) \nvn-i) drin-J 

f{yjn-i) dijn-i. Sy 





EQUATIONS 

CINETIQUES FONDAMENTALES 

D’M SYSTEM DB PODJTS. 




EQUATIONS CINETIQUES FONDAMENTALES 
D’UN STSTfeME DE POINTS. 


TJDSSKRIFT FOE, MATHEMATIK 1875, P. 81-86. 

XJn point donne, fixe dans I’espace, etant determine 
par ses coordonnees «, 6, c, convenons que le nombre 
des points appartenant a un systtoie donne qui se trou- 
vent, a Tinstant a Tinterieur du parallelipipede limite 
par les plans a et a-\-da^ b Qi h-\-db^ c ei c-\-dc soit 
represente par 

N (^, a, 6, c) dz3. 

Les points peuvent avoir des vitesses differentes. Ceux 
d’entre eux dont les vitesses coniposantes sont comprises 
entre les limites a' et a--{-da\ V et b'-{-dh'^ c' et d-\-dd 
seront supposes au nombre de 

N {t, a, b^ c) s (^, a, b^ c, a\ b\ d) dTSdTJS ' , 
ou = daJ dV dd. La fonction s peut etre appelee, 
d'un terme emprunte au calcul des probabilites, la 
probabiliU des coniposantes de vitesse a\ b\ d dans le 
parallelipipede ts et au moment t. D’une maniere ana- 
logue, soit (j^, a, c, a\ b\ d^ cd\ d'^ la probabilite des 
composantes d’acceleration aJ\ 6", c" qui correspondent 
aux composantes de vitesse a', b\ d^ aux coordonnees de 
Pespace a, 5, c et au moment et ainsi de suite. 

Lorsqu’un point d’un systtoe qui, au moment 
donne a pour coordonnees a?, z et pour vitesses 
composantes x\ y\ satisfait aux conditions 
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C <C ^ — |- 5r V -f" • . . <C ^ ~\~ 1 

il se trouvera, au bout du temps ^ + r, a I’interieur du 
parallelipipede En negligeant les puissances superieures 
de r, nous pourrons determiner le nombre total des points 
qui au moment ^+r se trouveront a I’interieur du paral- 
laipipede d^a par I’integrale 

N(t-\-T, a, 6, c) dza 

— dx'dijdz^ dxdy dz N {t, x, ?/, z) s (t, x, y, z, x\ y\ z ') , 

ou les integrations par rapport a x^y^ z doivent 6tre 
effectuees entre les limites a — x\ et a-\-da — a:V, h — y\ 
et J-f (Zi— yr, et c-\rdc—z\', celles qui se rap- 

portent a xl, y\ ^ entre les limites a I’exterieur desquelles 
s s’evanouit, car ces variables doivent parcourir toutes 
les valeurs possibles. 

De cette manih'e on obtiendra d’abord 


A^(^+r,a,6,c) -=^^dxld%Jd^ N{t, x,y,z)${t, x,y,z, x\y\z') 
ou 

x = a--’X'T, y^b — y'z, z=^c — z't, 


et puis, en comparant les coefficients de r, 


6 ^ 

St 


-\-\\\dx^dtJdz' 


p(iSrsa^) 

d{Ns^) 

5(iVss')l 

da 

^ eb 

^ dc 


= 0. 


Pour abreger, on ecrit ici N au lieu de N{t^ a^h^c) 
et s au lieu de s{t,a,h^Cjai z^). 

Nous appellerons I’integrale 

^dx'dy^dz' sx^ 

la valeur moyenne de x^ correspondante au point a, &, c, 
et nous la designerons par a', et nous designerons de 
m^me les valeurs moyennes de V et d par V et d. Par 
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Pemploi de ces notations, Tequation ci-dessiis prendra 
la forme 

dim _ 0 rn 

dt ' da '^dh^dc~ ^ ^ 

D'une maniere analogue on pourra deduire de Petat 
du systeme au moment t le nombre total des points qui 
se trourent, au bout du temps a I’interieur du 

parallelipipede d'Ui, si en meme temps les composantes 
de Vitesse sont comprises dans les limites du parallelipi- 
pede dm'; c’est-a-dire qu’on doit avoir 

iV -j- c) s -j- 

= dx'’dy"dsl' N (t, x, y, z) ss \ , 

oil s depend des variables x, x\ y\ z' et de ces 
m§mes quantites et, en outre, de x" z" ^ variables qui 
satisferont aux conditions suivantes 


a^x-x'X'z^ b = y-\-y'i:, c — z-^z'zs 
a' = ar'-f ir'V, V = y+ /'r, d = 

les puissances superieures de r etant negligees. On 
remplacera done partout ci-dessus x par a — a'r, od par 
d — x"*r et ainsi de suite, et les integrations seront eten- 
dues a toutes les valeurs possibles de oi\ y'\ z'\ On en 
deduira, par comparaison des coefficients de r, 


dim) em BiNs),, , dm 
~dt — 

4 . 4 _ _ 0 


( 2 ) 


en ecrivant N au lieu de (^, «, 6, c) et s au lieu de 
s (^, a, 5, c, a', h\ d ) , tandisque a", 6", c" sont les valeurs 
moyennes de £r", y", z"' qui correspondent au point a, S, c 
et aux composantes de vitesse a', b\ c\ e’est a dire 



488 


a” = {t, a\h\c\ if z"') 

et ainsi de suite. 

J’api^ellerai les equations (1) et (2) premUre et se~ 
concle e(j[iiation de continuitS. Ce sont les premieres de 
toute une suite d’equations de continuite qui peuvent 
facilement etre forrnees par le precede employ<§ ici, 
Chaque equation de la suite peut sans difficulte etre 
deduite de la suivante. G’est ainsi qd’on retrouvera la 
premiere equation de continuite en multipliant la seconde 
par dddVdd et integrant entre les limites des variables. 
Pour ces limites s s’evanouira, et Ton aura de plus 

doJdd dd $ {a, &, c, r//, 6', d) = 1 , 

si les variables parcourent toutes les valeurs possibles. 
En general, on peut de cette mani^re deduire les premim'e, 
seconde, . . . . , {n — l)i^e equations de la qui, par 

suite, peut etre consideree comme une generalisation de 
toutes les equations precedentes. 

Ces equations purement cinetiques , peuvent etre 
employees dans la dynamique de la maniere suivante. 
Imaginons que tous les points du systeme aient la meme 
masse qui est supposee §tre une quantite invariable 
comme le nombre de ces points materiels, de maniere 
qu’aucun d’eux ne puisse etre divise en plusieurs et que 
plusieurs ne puissent etre reunis en un. 

En general, tout corps est suppose forme de plusieurs 
systemes de cette espece. On ne fait de la sorte aucune 
hypothese sur la nature du corps, sauf celle de Tinvaria- 
bilite de sa masse; supposer le nombre des points in- 
variable au cours des calculs, n’est qu’une fiction pure- 
ment mathematique sans consequence physique. Les 
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equations de continuite etablies ci-dessus sont valabies 
pour chaque systeme en particulier. 

De plus toute pression exercee sur un element super- 
ticiel de Pespace pent etre consideree comme produite 
par le mouvement des points materiels qui passent par 
cet element, la pression suivant une direction donnee 
etant definie avec plus de precision comme la quantite 
de mouvement, estimee suivant la direction donnee, 
des points qui dans Punite de temps passent par P ele- 
ment considere. Dans le cas d’lme pression variable, 
cette quantite de mouvement doit etre mesuree par la 
quantite de mouvement au moment considere. Cette 
definition est une consequence directe de la decomposi- 
tion supposee du corps en points materiels mobiles, et 
elle aussi n’introduit aucune hypothese physique. 

La pression sur une surface en mouvement peut 
^tre conQue d’une maniere analogue: il suffit d’imaginer 
que la surface se meuve en meme temps que le corps, 
de sorte que tout element de la surface par lequel passe 
un grand nombre de points materiels receive le mouve- 
ment moyen de ces points. Par ^mouvement moyen“ 
on entend un mouvement dont les vitesses composantes 
suivant les trois axes sont les vitesses des elements per- 
pendiculaires a ces trois axes se mouvant de maniere a 
faire passer des masses egales des deux cotes. 

Si Pon designe par 2' xme somme etendue a tous 
les systemes de points materiels, dont est compose le 
corps, on verra, en employant la notation ci-dessus, que 

ZmN a! dt dh dc 

est la masse totale qui dans Pelement de temps dt passe 
par la surface laterale dbdc du parallelipipede. Si cette 
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surface a une vitesse telle qu’aucune masse n’y passe, 
on aura 

2!mN{a’— u) = 0. 

ti est done la composante de la vitesse du moiivement 
moyen dans la direction de I’axe des x, Les deux autres 
composantes sont determinees par 

ImNiF^v) = 0 , = 0 . 

Si Ton multiplie Pequation(l) parw, et si Ton forme 
les equations correspondantes pour tons les systemes, 
puis qu’on additionne toutes ces equations, on trouvera 

, d{mNa') , d{mNb') , ^(^iVc')] ^ 

dt ‘ + + ■“ 

Cette equation, combinee avec les equations ci-dessus, 
donnera 

8t^ 8a 8b ' ~W “ ^ 

Oil ?on a remplace par p, qui represente en con- 
sequence la somme des masses des points materiels 
compris dans Tunite de volume; par suite p n’est autre 
chose que la densite du corps au point a, 6, c. De plus, 
comme v, w sont les composantes de la vitesse de ce 
m§me point du corps, si Ton ne tient compte, comme a 
I’ordinaire, que du mouvement moyen du corps, Tequa- 
tion (3) est tout a fait identique a I’equation bien connue 
qu’on nomme specialement Viqmtion de continuiU. 

Si Ton multiplie Tequation (2) pai' moJda'dVdd et 
qu’on I’integre entre les limites des variables, puis qu’on 
additionne les equations correspondantes pour tous les 
systemes, on obtiendra 

, d[mNW) . ^ ,,, 
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Id 7" designe la valeur moyenne de a" pour toutes 
les valeurs de a', b% c\ En ce qui concerne le calcul 
indique, on doit remarquer que Ton a effectue Tintegration 
par parties des trois derniers termes de Tequation ( 2 ) et 
que les integral es qui correspondent aux li mites de a!, b\ d 
s’evanouissent: en effet 5 entre comme facteur dans ces 
integrates, et les limites de a\ b\ d sont choisies de 
maniere que la probabilite s s’evanouisse pour ces limites, 
qui peuvent ^tre considd*ees comme flnies, meme si elles 
sont aussi grandes qu’on veut. 

Par suite si P 3 , sont les pressions dans les 
directions des axes des des y et des 2 sur I’unite de 
surface du corps sur la face latd'ale dbdo du paralldi- 
pipede on aura, en consequence de la definition 
donnee, 

p^ = 2mN{a ' — Tg = — ii){b' — t?), 

Tg = — i(){d — t?), 

d’ou, en ayant egard aux equations 

^mN{a> — ic) == 0 , Ji!mN{b' — v) = 0 , l'mN{d — iv) = 0 , 

on deduira 

I'mNa'^ = Pj + /?7, SmNa'V = T^-\-piiv^ 
SmNa'd = T^-\- puio. 


Si Ton porte ces valeurs dans I’equation (4), et qu’on 
en retranche T^quation (3) multipliee par w, on obtiendra 


(die , du , du , du \ , 

'>(3<+K”+ro'+K“’;+ 


da 


8T, 

db 


dc 




ou pA remplace l'mN¥\ A peu tetre considere comme 
I’acceleration du mouvement moyen au point a, &, c dans 
la direction de I’axe des x. 
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Des expressions analogues peuvent etre formees pour 
les autres faces laterales du parallelipipMe c?®. 

Ces equations sont bien connues et sont employees 
pour le calcul des mouvements et des pressions dans 
les corps, tant solides et elastiques que liquides; on y 
introduit seulement, selon la nature du probleme, cer- 
taines suppositions restrictives. Au contraire, les equa- 
tions qui dependent seulement des mouvements moyens 
ne suffisent pas a resoudre tons les problemes proposes 
par la science moderne, comme la determination de la 
diffusion, le frottement interieur, la propagation de la 
force vive, qui est aussi intimement liee a la conduction 
de la chaleur. 

Ge sont de tels problemes qui indiquent la marche 
suivie id. Les equations de condition etablies ici sont 
les equations cinetiques fondamentales ; car elles expri- 
ment les lois gend*ales du mouvement dans I’interieur 
des corps, independamment des forces mises en jeu, 
et elles sont en mime tempSy si Ton passe de la jnaniere 
indiquee aux pressions interieures des corps, ime genera- 
lisation des eqiiations dynamiqjaes ordinaires (equation (5) 
et les deux analogues). G’est pourquoi elles peuvent §tre 
considerees comme servant d’introduction a la discussion 
generale des problemes mentionnes plus haut, tandis 
que la solution de ces problemes ne pent, cela va sans 
dire, §tre obtenue que par Tintroduction d’hypotheses 
particulieres. 



SUR LB DJ^VELOPPEMERT 

DES FONCTIONS ARBITEAIRES 

AU MOTEF DE FOFCTIONS DONlrflES. 


n. 


S2 




SUE LE DtoLOPPEMENT DES PONOTIONS ARBI- 
TRAIRES AU MOTEN DE PONOTIONS DONNEES. 

TIDSSKRIFT FOR MATHEMATIK 1876, P. 129-144- 

Ije developpement d’une fonction donnee f{x) en 
serie infmie ou par line integrale definie oil ia variable 
n’entre que dans des fonctions donnees pent etre rap- 
porte a la forme 

f{x) = ^kAjiF{x,k). (1) 

Le precede pour la determination d’un tel deve- 
loppement consiste generalement a determiner d’abord 
les coefficients Aj: du developpement, suppose possible, 
puis a discuter les conditions de vcdidiU de ce diveloppe- 
ment. Nous supposerons que les coefficients sont deter- 
mines par 

A, = ( 2 ) 

et que Tintegration est effectuee suivant un chemiii reel, 
de a a h. On reconnait alors immediatement que le 
developpement trouve n’est valable que si x est reel et 
compris entre les limites a et car le second membre 
de Texpression (1) est independant de toutes les valeui*s 
que pent prendre la fonction /(^), quand la variable est 
imaginaire ou quand elle reste en dehors desdites limites. 
Apres avoir determine la fonction (p{x)^ on doit discuter 
plus en detail les conditions de validite du developpe- 

32* 
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ment et cela se fait generalement d’apres uiie methode 
que Dirichlet a imaginee a propos des developpements 
au moyen des fonctions circulaires (sin. et cos.) et au 
moyen des fonctions spheriques (Repert. de Dove, tome 1 
et Journal de Grelle, tome 17). La marche de cette 
methode est de chercber d’abord la somme d’lm nombre 
fini de termes de la serie (1), puis d’executer Tintegration 
indiquee dans (2) et finalement de chercher la valeur 
limite de la somme, quand le nombre des termes croit 
a I’infini, Si Ton cherche* cette valeur limite avant d’ef- 
fectner les integrations, le resultat sera en general in- 
determine, bieu que fini; aussi les formules exigent elles 
que les integrations soient executees d’abord, et, en 
general, il n’est pas pennis d’intervertir I’ordre; pour- 
tant, il va sans dire qu’on a le droit, com me le fait 
Dirichlet, de sommer d’abord un nombre arbitraire, mais 
fini, de termes, avant d’effectuer Pintegratioii. 

G’est cette marche qu’on a suivie de preference, 
apres lui. Ainsi on la retrouvera dans le „Handbuch 
der Kugelfunctionen“ de Heine, dans les „Partielle Difte- 
rentialgleichungen“ de Riemann, dans le memoire de 
Hankel „Die Fourier’schen Reihen". Dans ce dernier 
memoire (Mathem. Ann., tome 8) la methode est, en 
tant que le permet la nature du problenie, appliquee 
pour la premiere fois au developpement par les fonc- 
tions cylindriques ou fonctions besseliennes (de la pre- 
miere espece). Dans un memoire de Schlafli, recemment 
public (Mathem, Ann., tome 10) le meme probl^me est 
traite d’une maniere nouvelle; mais la methode est encore 
celle de Dirichlet. 

Sans doute la theorie du developpement des fonc- 
tions arbiti'aires au moyen de fonctions donnees est 
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d’uiie grande importance, suiiont pour la physique 
mathematique ; aussi est-il a prevoir qu’elle s’etendra 
successivement a des fonctions de developpement beau- 
coup plus nombreuses que celles qu’on a employees 
jusqu’ici. Mais la methode de Dirichlet comporte deja 
dans les cas traites par lui-mtoie des difficultes assez 
considerables, qui provienneiit en premier lieu de ce 
qu’on doit sommer un nombre fmi de termes d’une 
serie non convergente et puis integrer entre des limites 
fillies le resultat trouve. Mais cette difficulte n’est pas 
inherente a la nature du problem e. Le problem e exige, 
comme on voit, d’abord une integration par rapport a 
X dans (^), et cette operation pent toujours etre facile- 
ment executee, au moins entre deux limites infiniment 
rapprochees. Puis on peut etfectuer la somniation (1), 
pourvu qu’on se borne a cet element de Pintegrale; car 
la serie doit toujours a present etre convergente, et en 
traitant de la meme maniere tons les elements dans 
lesquels Tintegrale (5) peut etre decomposee, on obtiendra 
la somme cherchee. 

Pour operer ladite integration entre les limites 
et on pourra appliquer la proposition suivante 

\dx' Qa^' {fix') — fix")) {(p (a:') — tp (a?")) 

rtiTo i»a"2 (1^:2 

= ^ {x^ xj Y (-^0 9 (^0 ^ Y (^0 (9^) 

' ~VX^ vx^ 

Ici Pon suppose que est une quantite infini- 

ment petite. Si les deux fonctions f <p sont finies et 
continues entre les limites et x^, on reconnait facile- 
ment que le premier membre de I’equation est infiniment 
petit de Tordre de {x ^ — tandis que les deux termes 
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♦ NOTE 1. 


du second membre sont chacun de Tordre de 
Dans ce cas, on Ton pent rem placer — par 
ou f{sc^ on aura done 



Dans le cas oil Tune des deux fonctions, (p{a:) par 
exemple, est finie mais varie infiniment vite, de nianiere 
qu’elle est comparable a to^kx ou sinfe pour k infini- 
ment grand, <p{a!) — (p{si!^) aui*a une valeur finie et le 

( ^ ^ v 

premier membre de (3) sera de I’ordre de - -j r' ^ 
tandis que chacun des deux termes du second membre 
sera de Tordre de * Done I’equation (4) sera 

encore valable dans ce cas, qui se presentera precise- 
ment dans ce qui suit. Au contraire, si les deux fonc- 
tions (p{is) et f{x) sont de cette espece, tous les termes 
de Tequation (3) seront du meme ordre et I’equation (4) 
ne sera plus valable. 

Done si I’integrale (2) est decomposee en une somme 
d’integrales de la meme espece que le premier membre 
de Tequation (4) oil les deux limites de chaque integrale 
sont infiniment rapprochees, I’equation (4) sera valable 
pour tous les elements d’integrale, pourvu que f{x) soit 
une fonction finie et continue entre les limites a et & et 
que <p(x) soit finie et continue ou varie infiniment vite. 
Mais, f[x) etant finie et discontinue, si Ton a soin que 
les points et coincident avec les points de discon- 
tinuite de la fonction, ce qui est toujours possible, a 
condition que la discontinuite ne se produsie qu’en un 
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nombi'e fini de points entre a ot b, 1’ equation (4) sera 
encore applicable dans ce cas. 

Si la fonction f{x) devient inflnie en im seiil point 
ou en un nombre fini de points o\i devra de 

nieme coincider avec Tun de ces points; par suite, Fun 
des elements de Fintegrale desquels on tient compte 
dans la somme (1) sera 

<P (•< h) dx\ (5) 

Ici peut etre suffisamment voisin de c pour que 
fix*) soit toujours ou croissante ou decroissante entre 
les limites de Fintegrale. Alors, d'apres une proposition 
employee par Dirichlet, Fexpression ci-dessus sera com- 
prise entre les limites 

M^f{x*)dx* et N^f{x*)dx, 

M et N etant la plus grande et la plus petite des valeurs 
que peut prendre 

I<p{x*h)F{x,k) 

entre les limites de Fintegrale. Done, si cette quantite 
est finie, mtoe si elle est indeterminee, et si f{x) devient 

infinie de telle maniere que dx* reste finie et con- 
tinue pour toute valeur de x comprise entre a et la 
somme (5) convergera vers zero. 

Apr^s avoir determine les elements d’integrale au 
moyen de Fequation (4), on doit operer la sommation 
par rapport a h indiquee dans Fequation (1). Dans une 
classe de developpements fonctionnels qui sont d’une 
grande importance pour la physique mathematique, les 
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k sont les racines de I’eqaation F{b^k) = 0, et le de- 
veloppement entraine que f{os) soil nulle pour la valeur 
limite x = h. 

G’est pourquoi j’exposerai quelques formules gene- 
rales relatives a la sommation de cette espece de series. 

Soil donn^e une fraction , dont le numerateur 

9.{y) 

et le denominateur peuvent tous deux eire developpes 
en serie suivant les puissances entieres et positives de 
y, ces series etant convergentes pour toutes les valeurs 
de y. De plus, soient k les racines de Tequation q(^) = 0; 
on suppose qu’aucune de ces racines n’annule ^9 (y). On 
considk’e Tintegrale 


1 no {t) dt 


{^) 


ou la variable t est supposee complexe. Cetfce variable 
est supposee parcourir dans le sens positif (sens inverse 
de celui des aiguilles d’une montre) un cercle de rayon 
p et ayant son centre au point oiigine. Done si Ton 
pose t = pe^'^, on aura 


1 pe^^dd 

•^0 


( 7 ) 


p croissant, Q convergera vers zero, si Ton a 


( 0 , pour sin 5 0, I 
\q{pe^^]/ \ a, pour sin6^ = 0, | 

OU a designe une quantite finie. 

D’ autre part, on peut determiner Pintegrale Q en 
decrivant dans le sens positif des cercles infiniment petits 
autour des points qui correspondent aux racines de 
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Pequation (i{t){t—y) = 0. De celle maniere, si toutes 
les racines k sont dijSferentes les unes des autres et dif- 
ferentes de ij^ on remplacera I’equation (6) par celle-ci 


0 =£Mj- V 

^ <i{yVtm{k-yy 


( 9 ) 


Par suite, on pent egaler cette expression a (7), 
pourvu que la sommation soit etendue a toutes les 
racines h plus petites que p et que de nieme y soit 
plus petit que p croissant a rinfini, on aura done, ’ note 2 . 
si la condition (8) est remplie, 


p{y) I V i>{^) 

q{yy 


= 0 , 


( 10 ) 


la sommation etant etendue a toutes les racines h (qui 
sont en nombre infini) rangees d’apres I’ordre de gran- 
deur de leurs modules. On voit ainsi que la regie de 
decomposition des fractions rationales pent encore etre 
appliquee a I’esp^ce de fractions consideree ici, pourvu 
que la condition (8) soit remplie. 

Si le developpement de (i{y) suivant les puissances 
croissantes de y commence par une puissance positive 
de comme y^^ et si celui de commence par la 
meme puissance ou par une puissance superieure, on 
pourra, pour eviter les racines A: = 0 communes au 
numtoteur et au denominateur, diviser ^ et j psJ' 2/*”; 
mais on reconnait facilement que la formule (10) sera 
encore valable, si Ton ne fait pas cette reduction, a con- 
dition qu’on ne tienne pas compte des racines A; = 0 
dans la sommation. 

On pent encore faire ce calcul dans le cas ou 
Tequation = 0 a des racines egales. 
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Nous considererons en particulier le cas de 

ou, comme ci-dessus, q{y) — 0 n’admet pas de racines 
egales ni de racines qui satisfassent ^ p{y) = 0. Alors, 
par une analyse analogue la pr6e6dente, ou en ap- 
pliquant les regies de la decomposition des fractions, on 
trouvera 


Vi:y) I y_l_ A. 

(2(2/))' ' i 2'(*) 


/ p m 

\q'{h){k-y) 



( 11 ) 


pourvTi que la conditions coirespondante a (8) 

/ y[peOi] / 0 , sin6 5 0 , | 

\{q{pe^^]y ) sin(9 = 0, j 


soit reinplie. Si le developpement de (^(y) commence 
par et celui de p(tj) par qu par une puissance 
superieure, on pent employer la m^me formule, a con- 
dition qu’on ait soin de negliger les racines k 0. 

Je vais maintenant faire Fapplication de la methode 
generale indiquee ici a deux developpements d’une fonc- 
tion arbitraire au moyen des fonctions besseliennes de 
la premiere espece. Ges fonctions sont definies pour 
tout indice n, entier et positif,- par Tegalite 


. n+2 


- (f)';n-(f)'- (,r+r).ri 

/r\”+* 1 

+ / ’ (ji-Liyrf! ■■■’ 

d’oii Ton ddduit, pour u = 0, 


(13) 



r‘ 

2*4= 


¥¥& 


+ ... 


Nous appellerons I’attention sur les equations sui- 
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vantes que nous einploierons ulterieurement et qui peu- 
vent fadlement etre deduites de (13) 


dr 

d{r-Ur)) 

dr 






1 d 
r dr 



- 0 . 


(14) 

(15) 

(16) 


Si Ton admet que les equations (14) et (15) sont 
encore valables pour {n — 1) negatif, on dMuira succes- 
sivement de ces equations 


J_,(,.) = _J^(,.), /_,(,•) = J^{r), 

J_„(r) = (-l)V»(r). 

L’extension de la definition au cas des indices frac- 
tionnaires ne devant etre d’aucune utilite dans ce qui 
suivra, nous I’omettrons. Nous ajouterons encore que 
J„[r) est une fonction periodique qui, pour des valeui‘s 

croissantes de r, s’approche de|/^ cos^r — ^ 

et que T equation Jn{r) = 0 n’a que des racines reelles: 
pour la demonstration de ces proprietes, nous renverrons 
aux „Studien fiber die BessePschen Funktionen*^ de 
Lommel* 

En consequence des equations (16), nous aiu'ons 


1 i. 

r dr 

1 A 

r dr 





Si Ton multiplie la premik*e de ces relations, par 
Jnifir) et la seconde par Jn{ar), on obtiendra par sous- 
traction 


♦ XOTE 3. 
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dJn{ar) dJr,{^r)\\ 

dr ' ^ dr }) 


^{^-^)Jn{ar)Jn{^r) = 0 . 


Cette equation, multipliee par rdr et integree entre 
les limites r = 0 et r = 1, donnera 

^ In (a) Jn(^) aJn{^)Jk («) 

=- \jn{ar) Jn{M >'dr , 

•o 

ou Jn represente, suivant la notation de Lagrange, la 
derivee de Jn, 

Si nous supposons que k et Ji\ sont des racines 
differentes de Pequation J»(r) = 0, on aura 

^Jn{kr)Jn{\r)rdr = 0, (18) 

*0 

et si et k[ sont de racines differentes de la derivee 
Jn{>% Pequation (17) donnera de meme 

^Jn{y7^)Jn{k[r)rdr -= 0. (19) 

•n 



Differentions Pequation (17) par rapport a ^ et 
faisons ensuite a = en ayant egard a Pequation (16), 
on trouvera 


et par suite 

2 = {JUm, (20) 

25 V„ ik'r)rrdr = (l - (21) 
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Nous considererons a present le developpement 
traite par Hankel et Schafli 

/(r) = (23) 

ou la sommation est etendue a toutes les racines posi- 
tives de Jn{r) =0. D’apres ce qui precede, on pourra 
determiner les coefficients At en multipliant I’equation 
par ^Jn(k\r)rdr et integrant de r = 0 a r = 1; par 
ou Ton obtiendra, en vertn des equations (18) et (30) 

^^Jn{hr)rf{r)clr = A,WK))\ 

‘o 

ou, en ecrivant r' au lieu de r et k au lieu de k^^ 

II suit de la que le developpement (33) determine 
de cette maniere ne pent etre valable que pour r reel 
et compris entre 0 et 1. Pour ces limites elles-menies, 
le second membre de (32) s’evanouira, sauf dans le 
cas = 0 et r == 0. Pour discuter avec plus de pre- 
cision les conditions de validite du developpement, il faut 
considerer la somme 


v2J«(^r) 

t {J'n{h)r 


vr^ 


(24) 


OU les limites 9\ et de Pintegrale sont comprises entre 
0 et 1 et ou > 2 — 7\ est une quantity infiniment petite 
et positive. 

Pour executer la sommation qui se presente ici, on 
fera d’abord dans (11) q(j/) = Jn{y) et y = 0; comme 


A 

dk 



= 0, on obtiendra ainsi, d’apres (16), 
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\p(y) 
iMm “ 


(^5) 


Si I’on fait de plus p(]/) Jn+m(]/r)Jn+m{pf\)i ou m est 
un entier positif ou 0, on trouvera sans difficulte que la 
condition (12) est remplie si la somme de r et qui 
* NOTE 4. tons deux sont positifs, est plus petite que 2-*, et comme 
on obtiendra au moyen de (14) et (15) 


p'QP) = >’ t/ tt-i-m— 1 (^*^*) J n-T'm (^^*i) (^^’) J a+m+1 (^^’j) ? 

r equation (25) donnera pour m>0 

(hy) y Jn-\-Tn{^y) Jn+Tn+i{^^^ 

^ " {J'n(Jc)yh rt {J'n{k)Yk 


Ces series sont convergentes et les sommes conservent 
pour des m croissants une valeiu* finie, ce qu’on peut 
reconnaitre en introduisant les valeurs limites des fonc- 
• NOTE 5 . tions besseliennes pour h croissant a Tinfini* Si done 
on fait successivement m = 1, 2, 3, , et si Ton mul- 

tiplie les equations obtenues de cette maniere, on recon- 
nait que pour r^<r 


y J i(^r) J 

r (jmrk 


= 0, {>\<r). 


(26) 


Pour wt == 0, le premier membre de (25) deviendi‘a 
et Ton aura, a cause du resultat ci-dessus, 


j) i(^r) t/n(A;/’j) 

myk 


1»W— 1 1.» 


y^<r. 


(27) 


La somme est doublde ici, parce que le meme terme se 
repete pour deux racines egales, mais de signes con- 
traires; elle ne s’etend done qu’aux racines positives. 
Ensuite, pour determiner les memes sommes dans 
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le cas de egal on superieur que /■, nous considererons 
Pexpression 

En employ ant les formulas (14) et (15) on en deduira 

d(ur-^) Jra+i(A7-J 

dr^ - r {J'n{k)fk ’ 

cl (u ?•”) ^ J tt_i(^r) J n{hr^ 

dr - ' t {TnQc)fk ‘ 

Si nous avons comme ci-dessus on verra, 

d’apres (26) et (27), que la premiere de ces expressions 
s’evanouit; la seconde devient — II en resulte que 


ou c est line constante provisoirement indeterminee. On 
aura de plus 


djurfj ^ V Jnjkr) Jn—i(kr^ 

dr^ {J',(Jc)yk 


(c/'-^— r«). 


Toutes ces Equations qui sent d^duites de (26) et 
(27) sont, comme ces relations elles-m§mes, valables 
pour '}\<,r et r + r^<2. On peut done poser r = 1, 
si 7\ reste plus petit que Tunite, et si Ton porte cette 
valeur de r dans la derniere equation, Jn{k) etant nul, 
on trouvera c = 1. Si I’on tient compte de cette valeur de 
0 , la meme equation donnera, par permutation de r avec 


0 y dn—i{kr) Jn{kr^ 

*^1 {JUk)yk 


= (r^ > r). 


(28) 


Enfin, si dans la relation 
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d{ni-”) _ n.._» ^,J»+i{ kr)Jnih\) 

~di- r 


on introduit la valeur Irouvee de u et qu’on permute 
r et r,, on obtiendra . ' 


9 V ^ 

iWfk 


, (r^ > ?*). 


(29). 


La fonction elle-meme peut facilement etre deter- 
ininee, si ?\> ?-, en permutant 7\etr. On verra alors que 
cette fonction qui est continue, acquiert pour 7\ = r la valeur 

— — r"), saiif dans le cas limite r == 0. Par con- 

sequent, on aura 


9 V {•^n[kr))‘ 



-r«), 


equation qui, multipliee successivement par 7'^^ et par 
’r“2n, donnera, apres differentation par rapport a r, 


Q y^,Jn-i{kr)Jn{h') 1 2n-i 

{JliWk 


Q ,^1 J n{ky) Jn4-i 
"T {Jn{k)fk 


1_ 

2r’ 


(30) 

(31) 


pour 0<r< 1. 

Nous reverions maintenant a la sommation qui 
figure dans Texpression (24). D’apres Tequation (4) et 
sous les conditions relatives a cette equation, on pose 


apres Pintegration faite, cette expression deviendra 

- , ( 32 ) 
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ou Ton pourrait d’ailleurs dans I’expression f{r^r^ rein- 
placer par ou par une quantite arbitraire entre 
et II reste, pour obtenir Texpression (24), a calculer 
les deux sommes 


i—n V ^ Jnijcr) Jn- i (^>'3) 

^ f {jmn 


et 


1_TO V ^ Jn{k)') Jn—± 

^ t {jmn 


D’apres (28), ces deux sommes sont pour 
egales a de meme d’apres (27) elles sont egales, 

si r<rj, a r”". Au contraire, si r est compris entre 
et leur difference sera — r-”. On voit par que 
Texpression (24) s’evanouit, a moins que r soit compris 
entre les limites et r^, auquel cas elle est egale a f{r). 
Done le developpement (22) est valable pour toute fonc- 
tion f{r) finie et continue entre les limites 0 et 1. 

Si f{r) est une function discontinue pour un nombre 
iini de valeurs de r, on fait coincider, comme nous 
I’avons dit ci-dessus, les limites ou avec les points 
de discontinuite , lorsque ceux-ci sont infiniment x'ap- 
proches de ces limites. Si de plus r tombe en un 
point de discontinuite, on verra d’apres (30) que, pour 
r = ou r = Texpi’ession (24) est egale a \ 
ce qui montre que le developpement (22) donne, pour 
les points de discontinuite, la valeur moyenne des deux 
valeurs de f{r). 

Si r et sont tous deux egaux a Tunit^, on ne 
peut plus employer les formules de summation qui sup- 
posent r+r 2 C 2 , mais on reconnait immediatement 
que le developpement (22) s’evanouit pour r* = 1. Pour 
^ ^ = 0, la formule de summation (30), qu’il fau- 

drait employer, cesse de m§me d’etre valable, et le 
developpement (22), ainsi que nous I’avons vu, se reduit 
n. S3 
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a zero, a Texception du cas ou Pon a en meme temps 
n = 0. 

Nous dtudierons le dernier cas plus en detail. II est 
evident que pour r == 0 tous les elements de I’integrale 
(:24) s’evanouiront par la sommation, a I’exception de 
celui qui correspond a = 0. Done si Ton sup- 
pose en meme temps n egal k z4ro dans (23), on pourru 
ecrire 




_ 


■XjSkr<ydr< = 

Jo 


mo) 

j:{k)r 


par oil le developpement (22) deviendra pour r = 0 



2 

Jim' 


Cette sommation pent facilement §ti'e executde au 
moyen de la forniule (10), si I’on pose p{y) == 1, 
2 (y) = J^{ii) et y = 0 ce qui donnera 


2 


1. 


II en resulte que le developpement (22) est encore 
valable dans le cas considere. 

Reste k rechercher, si le developpement est encore 

valable quand f(r) devient infinie, tandis que ^f{r)dr 

est finie et continue. Gela depend, ainsi que nous Favons 
prouve, de la sommation qui figure dans (22), si elle 
donne un resultat fini, m§me s’il est ind^termine, quand 
la sommation est executee avant Fintegration , r et / 
etant differents. La somme a discuter est 


^.Jn{Jcr)Jn{kr^) 

f {J'nm 


pour rir\ 


(33) 
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Dans cette somme Jn{>'k) s’approche de la valeur 

i/'F f, 2m+1 \ ^ , 

’ nh- 4^®^ /’ Taleurs croisantes 

de k, tandis que la racine s’approche de la valeur 
/ , 2k — 1\ 

Si Ton compare la serie ci-dessus avec 


ou Jcm == + — parcourt toutes les 

valeurs entieres de 1 jusqu’a oo, on reconnait que les 
termes de ces deux series tendent a devenir les memes. 
Neanmoins il se pent que les differences des termes 
correspondants des deux sdries ne fornient pas une serie 
convergente; aussi doit-on s’assurer du fait en develop- 
pant les termes de la premise serie sui?ant les puis- 
1 

sances croissantes de^. On peut d'ailleurs determiner 

directement la difference des deux series de la mani^re 
suivante * Si Ton pose • note e. 


jp{y) == ^iy)^My\ 




—r cos yyr nj sin \ yr j 


.. 3 k+ 1. 


+}-'cos 

?i(y) = cos(y-?^;rj, 

et si Ton forme les fractions 7^7^ et /‘/^ ,bienqu’on 

(£(y)) (?i(y)) 


33 * 
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ne puisse pas decomposer chacune d’elles en particulier 
en une somme de la maiiiere indiquee dans (11), parce 
que la condition (12) n’est pas remplie, on pourra pour- 
tant appliquer Pequation (11) a la difference des deux 
fractions, car ici la condition (12) est remplie, ce qui 
est facile a reconnaitre. De cette maniere, on obtiendra 
precisement la difference des deux series en question (33) 
et(34) pourlem^me nombre (infini) de termes, et comme 
chaque fraction en particulier s’evanouit pour y ^ 0^ 
on voit que la difference cherchee est 0. Gependant la 
serie (34) donne une somme finie, mais indeterminee; 
la serie (33) se comportera done de la meme maniere. 
II suit de la que le developpement (22) est valable 

meme si f{r) devient infinie, pourvu que ^{r)dr reste 

t/O 

finie et continue. 

J’appelerai finalement Tattention sur un developpe- 
ment nouveau au moyen des fonctions besseliennes, 
savoir 

f{r) = (35) 


ou les h' sont les racines de Pequation Jn{r) = 0. Pour 
determiner les coefficients multiplions les deux mem- 
bres par Jn{Ji^^r)rdr et integrons de = 0 jusqu’a 
r = 1; nous obtiendrons ainsi, en vertu des Equations 
(19) et (21) 


%^J„{k[r)rfir)dr = - ^Yj„gc\)y. 


De la resulte 


Bjrf == 






( 36 ) 
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On pent rechercher les conditions de validite de ce 
developpement par le meme procede qu’on a employe 
pour I’equation (22) * G’est seulement pour n ^ 0 que * note r. 
le developpement n’est pas valable, cai* alors iJ faut 
ajouter une constante C\ qui n'entre pas dans la deter- 
mination de Bif, puisqu’on doit avoir 



Pour determiner cette constante qu’on doit ajouter 
au second membre de (35) pour = 0, on peut multi- 
plier cette equation par rdr et integrer de r = 0 jusqu’a 
r = l. On trouvera de cette maniere que le developpe- 
ment (35) devient pour n = 0, 

f(r) = (35') 

Les deux developpements (22) et (35) peuvent etre 
employes dans la physique mathematique pom* calculer 
le potentiel (par exemple, la temperature ou la tension 
electrique) dans I’interieur d’un cylindre droit a base 
circulaire, quand on donne pour les deux bases le poten- 
tiel ou sa derivee suivant la direction de Taxe (corres- 
pondant a la quantite de chaleur ou d’electricite qui 
entre), tandis que le potentiel ou sa derivee suivant la 
direction perpendiculaire a I’axe est donne egal a z^ro 
sur toute la surface courbe. 

Dans le premier des deux cas, le potentiel peut 
facilement etre determine au moyen de (22), dans le 
second par (35). Done les deux developpements ont 
des applications correspondantes et se completent Pun 
par Pautre. 
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NOTES. 

NOTE 1. Lorenz dit que les deux menibres seront 
de I’ordre de et de I’ordre de en realite 

ils sont de I’ordre de de pour- 

tant n’entraine auciine modification dans les resultats. 

NOTE 2. Lorenz appelle quantite complexe phfs 
petite que /?, une quantite dont le module est plus petit 
que p, 

NOTE 3. La proposition concemant la realite des 
racines n’est, en general, valable que si Pindice de la 
fonction J est un nornbre entier. 

NOTE 4. Gela devient evident, si Pon introduit les 
valeurs li mites des fonctions pour une variable indepen- 
dante complexe, dont le module croit a Pinfini. 

NOTE 5. On reconnait facilement que la serie 
formee en remplagant les fonctions besseliennes par leurs 
valeurs limites est convergente; mais cela n’implique pas 
que la serie originaire soit convergente. La demonstra- 
tion, pour §tre rigoureuse, exigerait que les differences 
des termes correspondants des deux series formassent 
une serie convergente. 
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NOTE 6. Pour contrdler les propositions de Lorenz, 

nous devons chercher les valeurs des expressions 

et Iss valeurs de y dont le module est toes 

(21(2/)) 
grand. 

Pour de tres gi’ands modules de y nous aurons, en 
employant la meme proposition que ci-dessus sur la valeur 
limite de 


p(y) 





2m-{- 1 'i 

y 

l/,.cos^r ^ 

7l\ sinl — 

-r~-] 


cos®|y — 

4 V 



1 

/■pcos 

4 ’"J 

sin 

^n + \ W 

r 4 V 

cos* 

^ 4 

\ 

7t 

j 


1 


Pi(y) 


Si Ton pose y == p etant infiniment grand, on 
peut choisir p de maniere que cos ^ ^ j ne soit 
egal k zero pour aucune valeur de 0. Dans cette sup- 
position, sin ^ = 0 


et 


p(y) 

my 


(2(y))' (2i(y))'^“- 

s’evanouira pour toute autre valeur de 8^ car 


Texpression 


p(y) 

(2(y)y 


sera du meme ordre de grandeur que 


/>(r+K_2)lsin/?| 

pe 


I sin 6/ 1 etant la valeur numerique de sin^, et comme 
cette expression s‘evanouit pour ^ oo, Texpression 
en question s’evanouira de m^me. 

Du reste, je suppose que Lorenz a ecrit par in- 
advertance le denominateur r® de |;(y) et que ce 
denominateur doit ^tre neglige. 
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NOTE 7. Poui‘ examiner avec plus de precision 
les valeurs des series 

2 J„(A'r)Cj'„(&’r') >•'/■(■/) dr' 
ii = 2’ Kr-, 

on a besoin de valeurs des series 

Pour trouver la somme d’une telle serie, on considere 

Texpression posant dans (1 1) q{y) =yJn(y) 

I y V‘'nWl J 

et en remplagant p(j/) par p{y) (j/' — ce qui donne 
>(y)(.v— »")1 _ N- d ( k’p{y) \ 

[ y‘iJm J - ■ dk'\Jn{k'){k'-y)y 

relation ou I’on doit pourtant supposer que p{y) con- 
tient en facteur y** (h> 0) ou une puissance superieure 
de y. Dans cette supposition, on aura poui- y == 0 

>Cy)(y— V k'p\k') 

L y\Jnm J “ ^ {k'^-n^{JnQd)T ^ ^ 

Si Ton pose id 

p{y) ” ^ 0\y) ? 

on aura pom* ■/«>0, ;i>0 

'Ai+m—l (^ ^*) ‘^n+Jii (^ ^\) t/n+m o^_j_7j24-l (A; V^) 

- (7, (k')y “ 7 ^ • 

Ges sd’ies sont convergentes pour r^+r<;2 et Ton 
verra de la meme maniere que plus haut (p. 506) qu’elles 
s’evanouissent si /\<r. Par consequent 
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Z (k'^-n^){j„(k>)y - ^ 




Si m ^ 0, M>0, le premier membre de I’equation (1) 
devient — d’oii resulte 


3 V Jn-iQc'y)Jn(k't\) 

{Jn(k')Y 


(/•,00- 


Par la methode qa’emploie Lorenz on obtiendra la 
valeur de 

w 9 V Jnjk'r) Jn{k'>\) 

^fr {k^^-->f){Jn{k')y 
On trouve pour r^c^r 

et pom- r^>r 

2 V Jg {k'r) Jn+i {l^r^ k' - 

-j; (k'^-n^){j4k')y - ' ’ 


^ ^,J„-,{k'r)Mk'r,)kf 


(r” + r 7 »). 


Si Ton fait tendre vers la valeur r, on voit que 

,yn 

u se rapprochera de ^^(r“+ ?— “) que soit plus grand 
que r, ou qu’il soit plus petit. On aura done, si r<l, 


3 V 




d’oii Ton deduira facilement 


(¥^-)i‘)iJ„(,k’)y 

^,,Mk'r)J„+i{k'r)¥ 1 

-2;- 


A present, on pent, de la maniere developpee par 
Lorenz, chercher la valeur de la serie en question, 
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(‘-f-j-'-WJ. 


Les developpements fails dans cette note ne sont pour- 
tant pas valables pour n = 0. II faut dans ce cas de- 


composer Texpression 


my 


en fractions partielles et 


chercher la valeur de Texpression pour ?/ = 0. Si I’on 
pose 

P {y) “ ? 


on aura comme ei-dessus 


lim 


. {jm j 


pour w>l. Mais comme, J^iy) = — *^(2/)? on aura, 
pour 7n = 1, 


lim 




my 


rr. 


- h\J,(Jc’)y 


et, comme le dernier terme s’^vanouit pour i\<.r. 


k'mSf ^ 


On doit ensuite chercher la valeur de 


my ■ 

Ici, Ton peut decomposer la fraction comme a I’ordinaire, 
mais on doit tenir compte de la racine ^ = 0 de I’equa- 
tion J'tiy) = 0, valeur qui ne satisfait pas k I’^quation 
= 0. 
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On obtiendra ainsi 


_ A_L<i) V 1 A 
WW J^k') dk> 


1_ d ( Jiyr)J,{k!r,) \ 


ou bien, si Ton fait tendre y vers zero 

_ ^ ^rJ^ik'r)JXk'r,)-^r^J^{k'r,)JXk'r) 

JVxais 

Si I’on suppose r<r^, on aura done 
,. r,I,(k\)JSk'r) 

A present nous pouvons sans difficulte trouver la 
valeur de la serie 


Si 9\ et sont infiniment rapproches, et sous la con- 
dition que f{r) reste finie et continue, on aura 

(^2 

\j,{kV)r'f(r')dr' = fyAj^kYy d?-' 
tin tin 


et, par consequent, 

o V Jo(.k'r) 




^ (JAk')y ^;r ' ’ 

- f(r 1 U y c? 

-- KiJ^idyf 

= /"WC— + si r>r^ ou r<r,. 
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Si Pexpression est egale a (1— + 

Si >\ et sont infiniment rapproches, on pent poser 
/•, — ^i+^a =“ en prenant la somme 

de tons les elements de I’integrale, on obtiendra 

M = f{r) — <l^J{r;)dr^, 
ce qui demontre la proposition de Lorenz. 



SUE LES NOMBBES PEEMIERS. 




SUE LES NOMBRES PREMIERS. 


TIDSSZRIFT FOR MATHE^HATIK 1S7S. P. 1-3. 

Il est toujours possible d’obtenir une expression 
acte de la forme 


ex- 


■^p,n — JBp'tl -|~ Op,n ( 1 ) 

du nombre Ap,n des termes de la suite 1, 2, 3 ... n 
qui ne sont pas divisibles par les nombres premiers 
3 ... etant une fonction periodique qui 

reprend les m^mes valeurs quand n augmente du pro- 
duit des nombres premiers donnes. 

Cette fonction periodique peut d’ailleurs, grdce a 
des methodes bien connues, Stre determinee au moyen 
des fonctions trigonometriques. En effectuant ce calcul, 
j’ai trouv^ que le resultat peut etre exprim^ sous forme 
simple par la fonction periodique 


sin- 


nm = 


nTz 

m 


sin- 


2 


m 


. TV . 2;r 

Sin — sin — 
m m 


. (m—l)n7i: 

sm- — 

m 

. (m — l);r 
m 


, ( 2 ) 


ou m est un nombre impair, n un nombre pair. On 
obtiendra ce resultat de la maniere la plus facile, si Ton 
execute la summation , les fonctions trigonometriques 
etant exprimees en exponentielles imaginaires. On trou- 
vera de cette maniere 
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« NOTE 1. 


nm '= n — ^mr* (3) 

r etant le nombre des terraes de la serie 1 , 3, 5 ... {n—\) 
divisibles par m. II s’ensuit que 


n—ftm 
’ " 2 m ’ 


(4) 


ainsi r est exprim^ par la fonetion trigopometrique n„. 

Dans la serie 1, 2, 3 ...» (w pair) se trouvent 
nombres qui ne sont pas divisibles par 2. Des noinbres 

restants impairs - 9 -^ sont d’apres (4) divisibles par 3. 

Le nombre des termes de la serie 1 , 2, 3 ... n qui ne 
sont divisiblesni par 2, nipar 3, est done 
Si Ton en soustrait, de plus, le nombre des nombres 
divisibles par 5, on soustrait deux fois les nombres divi- 
sibles par 3-5; c’est pourquoi Ton doit ajouter le der- 
nier nombre k la difference. Par consequent, le nombre 
des nombres non divisibles par 2, 3 et 5 est 

J j (fi - ^ (« -nj + ^(n- ,)) . 


On reconnait de cette mani^re sans difflculte qu’on 
a dans la formule generale ( 1 ) 

et, en se servant d’une notation symbolique, 


^ ^ 




( 6 ) 


oil Ton doit, aprte avoir execute la multiplication, rem- 
placer MmW, par Ces formulas sont valables pour 
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n pair; mais, comme n est lui-mtoe un nombre non 
premier, on doit avoir 

1 = n* (7) 

Si, dans I’expression (2), I’on fait parcourir a n toutes 
les valeurs paires a partir d’un nombre arbitraire jusqu’a 
— 2, et si Ton fait la sommation des valeurs 
correspondantes lo resultat s’evanouira. 11 s’ensuit 
que pareillement la somme des (7^,n s’evanouira, si n 
parcourt les valeurs d’une serie de nombres pairs conse- 
cutifs dont le nombre est 3-5 ... 2^. 

D’apres (7) on pent poser 

-42>.n — 1 “ ^)”t“ -^P *4“ « ? 

et, par consequent, on aura, pour n pair, 

Op^ n—i == Bp -j— Cp^ n . 

La valeur moyenne de est, par consequent, si n 
parcourt toute la serie des nombres pairs et impairs 
jusqu’a 2 *3 -5 ... p, egale a ^Bp. 

Si ^(7i) designe le nombre des nombres premiers 
dans la suite des nombres entiers 1, 2, 3 . . . , et si p 

est le plus grand nombre premier inferieur a Vn , on aura 

-Ap^ n = <p (^0 — 9 ( 2 ^) “1" 1 ? (S) 

car Ap^n est le nombre des nombres premiers infdrieurs 
k 71^ k I’exception des nombres premiers eux memes, 
2, 3, 5 . . ,_29 dont le nombre est (p{p) — 1 . On aura done 
approximativement, en negligeant la partie periodique, 

— = Bp-n, 

expression assez bien connue. La fonction ^(n) a ete 
I’objet de recherches si approfondies que je n’ai rien 
n. 34 
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• NOTE 2, 


d’essentiellement nouveau a en dire. Pourtant, je ne me 
souviens pas d’avoir vu aucun essai fait en vue de deter- 
miner f{n) par une equation differentielle, probleme qui 
pourtant pent facilement etre resolu. 

Qu’on pose approximativement 

f{f)—f{p) = Bj-f, 

et, etant le nombre premier qui suit 

Si Ton considers f{p) comme une fonction continue 
d’une variable continue, et si Ton developpe cette fonc- 
tion en serie de Taylor, on obtiendra, dans I’hypothese 
ou Pj — p est tr^s petit en comparaison de p, 

d 

^{(p(jp*)-f{p))(p-f) = Byllp{p-p)-Bfp. 

De la meme maniere on deduira de I’equation 

— 1 I’equation f'{p){p—p) =1*; puis, 

par elimination de p^—p et de Bp, on obtiendra 


Pour les tres grandes valeurs de ;p on deduira 
facilement de cette equation la formule de Gauss (p{f) 


la premiere approximation etant 




/ 


lx 2 i ’ 
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valeur qui satisfait a Tequation differentielle.* D’ail- * note a 
leurs, rintegrale complete de Tequation (9) doit contenir 
pour les valours finies de jp une fonction arbitraire ou 
un nombre illimite de constantes arbitraires. 


u* 
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NOTES. 

NOTE 1. On aura, n etant un nombre pair, 


'm e^— e “ 

= e e ^ , e 


ijn-iyi: 


. 7C 

sm — 
m 


iTZ in 


— 2fcos^^^ — ^l5_[_cos^^^ — + . . . +COS— ), 

\ m ' m ' m) 


et par consequent 


»*.= 2 


+2 


mm m 

cos(«ii)£_cos!(!^=!)ZE . . . 

mm m ' 


2;r (m — l);r 

-cos — ... — cos 

m m 


+ 2 [cos — - 
[ m 

2^1 1 

Mais si Pon pose — n ^ t etant un nombre 
m 

entier, on aura dans le cas de cos|-^0 

s = 2[cosg’ — cos 22 ... — cos(jw— l)g] 

„ . mq . m—\ 

2sm^sm— s— ff 


cos I 
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Mais cos|- est different de zero, si {%t-\-l) n’est 

pas un multiple de m. Dans le cas contraire est 

un nombre entier et impair, m etant un tel nombre, et 
par suite cosg = — 1, 

s = — 2(w — 1). 

II en resulte que 

n,a = 2 ^^ — — 2 ( im — !)»• = n — ^mr. 

NOTE 2. Tout le precede de Lorenz repose sur 
line hypothese qui n’est pas d^montree et ne peut 
donner qu’un resultat incertain, puisqu’on ne connait 
pas les limites des termes negliges. 

De I’^quation 

f{pd — 9{P) = 1 

Lorenz deduit, par exemple, au moyen de la sdrie de 
Taylor, I’equation 

9\P){P^—P) = 

en negligeant les termes d’ordre superieur par rapport 
k — p. Mais on ne salt pas si les termes n^gligds ne 
sont pas tr&s grands en comparaison du terme conserve 1. 


NOTE 3. Si Ton pose f{p) 



f(/) — 9 (.P) ^ 



S ,!p2 

dx 

p 
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En negligeant les deux derniers termes, qui sent 
petits en comparaison du terme , on obtiendra Tex- 

pression du texte. On reconnalt facilement que Tequa- 
tion differentielle est satisfaite, si Ton pose en meme 
temps 


et 






RECHERCHES ANALYTIQUES 


LES NOMBEBS DE NOMBEES 




EECHERCHES ANALTTIQUES SUE LES NOMBEES 
DE NOMBEES PEEMIEES. 

VrDBNSKABERNBS SELSKABS SKR. V (SifeUE 6), 1891, P.427-460. 

Dans le menioire celebre ,tjber die Anzahl der 
Primzahlen unter einer gegebenen Grosse“*, Riemann 
s’est servi comme point de depart de I’equation d’Euler*'*' 

2’M’-/7(t-pO =1, (1) 

ou la somme 2’ poiie sur tons les nombres entiers h, 
et le produit 11 sur tons les nombres premiers. 

De ce point de ddpart I’analyse ne nifene pas k la 
determination directe de la fonction qiii exprinie 

le nonibre des nombres premiers inferieurs k x {x inclus), 
niais plutflt a une autre fonction que M. le Dr. 

J.-K Gram a appelee le nombre des puissances divisSes 
des nombres premiers***, et qui est d^finie par I’equation 

= e{x)^\e{x^)+ie{x^)+ ( 2 ) 

C’est cette fonction que Riemann a cherche k deter- 
miner sous forme analytique. Riemann a de plus de- 
montre qu’on peut, en partant de cette fonction, retrouver 
la fonction e(x); mais il faut pourtant reniarquer que 
toujours, pour repr^senter analytiquement &{x), on devra, 

* Monatsberichte d. K. Akad. d. W. zu Berlin 3 nov. 1859, p. 671. 

** Euler: Introductio in Analysin Infinitomm, 1. 1, p.237, 1748. 

*** Videnskabernes Selsk. Skv. II (s6rie 6), p. 8. 
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selon toute apparence, contrairement k la determination 
theoriquement exacte, partir de la limite (infinie) supe- 
rieure de la serie des nombres et puis se servir d’un 
calcul approche pour les valeurs de x extr^mement 
grandes, ce qui exclut la determination de poux les 
nombres petits et aussi la determination de d{x) au 
moyen de Cette derniere fonction peut toutefois, 

aussi bien que le nombre m^me des nombres premiers, 
etre representee au moyen de tableaux que Ton forme en 
se fondant sur les denombrements de nombres premiers ; 
c’est pourquoi il suffit, en fait, de determiner &(x). 

Bien qu’on ne puisse pas accepter la demonstration 
de la formule de &(x), telle que Riemann Ta presentee, 
le travail de Riemann a fait ressortir ce resultat final, 
que Texpression de la partie aperiodique de i^{x), le 
logarithme integral Li (a;), est en pratique parfaitement 
suffisante, au moins entre les limites entre lesquelles 
est connu jusqu’ici le nombre des nombres premiers, 
et de beaucoup superieure a toutes les formules deve- 
loppees anterieui*ement a la suite de recherches empiriques. 

C’est ce fait que Glaischer* principalement a ^tabli 
pour chaque intervalle de 50(X)0 nombres jusqu’a 9 mil- 
lions et pour 10 et 100 millions d’apres les nombres 
de nombres premiers calcules par Meissel**. Les ecarts 
sont repr^sentes graphiquement et, pour la formule de 
Riemann, le diagramme indique une repartition uni- 
forme des ecarts negatif et des ecarts positifs. En ce 

* James Glaischer: Factor tables for the sixth Million. London 
1883. 

** Meissel a plus tard (Math, Ann., tome 15, p. 251) calcule le 
nombre des nombres premiers jusqu’k 1000 millions. Son 
rdsultat (50847478) ne depasse que de 23 unites le resultat de 
Gram, calculi au moyen de la formule de Riemann, 
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qui concerne les nombres 2 >ius grands, ces ecarts semhh^it 
se dSvelopper snccessivement en de longues periodes, de 
plus en phis rigulieres. 

D’apres cela, la marche naturelle pour la recherche 
analytique des nombres de nombres premiers sera de 
choisir le m§me point de depart que Riemann, a savoir 
la formula d’Euler (1), parce qu’elle mene immediate- 
ment a la determination de d{x)^ dans laquelle la forme 
de la partie aperiodique s’est montree simple en pratique; 
de chercher a determiner analytiquement cette partie 
aperiodique avec une exactitude aussi grande que pos- 
sible; puis de chercher a determiner la partie periodique 
de ■&{x) par un developpement en serie, de maniere a 
faire apparaitre en premier lieu les termes qui sont de 
I’ordre le plus eleve par rapport a x, pour faire ressortir 
analytiquement de cette maniere, s’il est possible, les 
longues periodes mentionnees ci-dessus qui apparaissent 
pour les nombres tres grands. C’est cette marche que 
j’ai suivie dans mes recherches. 


Nous commencerons par une serie de la forme 

(%rj^ 3’'+ 4^ ...)'= a*(3) + . . . + a\x) . . . (3), 

ou r est une quantite arbitraire, 5 un nombre entier et 
a^{x) un coefficient qui indique le nombre des manieres 
differentes suivant lesquelles x peut ^tre forme par 
multiplication de s nombres entiers, le nombre 1 non 
compris. 

Si nous posons de plus 

A\x) = «*(2) -f ci:*(3) + . . . + a\x ) , 


(4) 
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a\x) etant le dernier terme de la serie (3), on aura 

A\x) — A‘(x^l) == a‘(x). ( 5 ) 

Si Ton prend le logarithme des deux membres de 
Tequation identique (1), et si Ton emploie le developpe- 
nient en serie de log( 14 -y) suivant les puissances crois- 
santes de y, sans tenir compte de la convergence de la 
serie, on obtiendra de nouveau des developpements iden- 
tiques* qui, pour r == 0, font ressortir Fequation bien 
connue 

^x) == + ^ ( 6 ) 

Cette serie est finie; car tons les premiers coefficients 
jusqu’a s’evanouissent, et par consequent A%x) 

loff X 

s’evanouira d'apres (4) pour a? <2® ou Nous 

remplacerons les quantites A^{x) par d’autres quantiles 
qui se pr^tent mieux au calcul suivant; pour les 
definir, nous modiflerons legerement la serie (3) en posant 

[i + 3'*+4'*. . + y9^(2) 3^+ . . . -f /S^x) ... (7) 

et 

Bix) ^ /?-(!) + / 9 ^( 2 ) + . . . + fiix ) . ( 8 ) 

Les coefficients ^{x) seront de m^me les expressions 
des nonibres de manieres differentes suivant lesquelles x 
peut ^tre forme par multiplication de 5 nombres entiers : 
mais a present le nombre 1 est compris parmi les s 
facteurs, seulement on ne prend que la moitii du nombre 
des decompositions ou figure le facteur 1. 


* Gfr. les remarques de J. Petersen sur le m^moire de Gram. 
Vid. Selsk. Overs. 1S84, p. 14. 
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On aura alors 


A\x) = + 

+ (- ^,B\x) + (-i)!* (9) • NOTE 1. 

et on pent remplacer (6) par une serie de la forme 






ou les coefficients a sont determines par 



2-4 


■ 2.4...(2s-2^j) ’ 


p>0, 


( 11 ) 


“ r'f 

On peut remarquer que le nombre pent etre 

losf X 

choisi arbitrairement pourvu, qu’il depasse et peut 

etre pris egal h oo, valeur a laquelle correspond ap = % 
a. = log 2. 

Mais si Ton ne considere separement qu’une partie 
des fonctions ^x) et J5«(a;), il va sans dire qu’il n’est 
permis de poser jr == oo que si la serie correspondante 
pour cette valeur de 5^ devient convergente. 

Comme fondement de mes recherches j’ai choisi 
la formule de sommation de Poisson, d’apres laquelle on 
a exactement 


+2"+3»'+...+i3f =-Wir^(l+2i’cos2;r?«,^^^ ?>?-,-= 1 , 2 ... 00. (13) 


Si les limites sont choisies d’une mani^re convenable, 
on peut en outre exprimer la puissance s-i§me de cette 
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serie par un integi'ale s-uple 

^dx^x\ (1 + 2 2'cos 2 (1 + 2 ^cos 2 jr i\x ^ . . . 

Wa;,ar(l -)-22’cos2;rJ»ja:j), 

») 

ou Wg, ..., m-i parcoiirent chacun separement les 
valeurs 1, 2 ... oo. 

Ici s'introduisent les variables nouvelles 


X,^±Xs, Ui^Xs, 

Comme la limite inferieure de toutes les variables x 
est I’unite, ce sera aussi la limite inferieure des variables 

nouvelles. La limite superieure de ^ est u,-i ; 

Xi^\ 

de nieme, celle de sera Us -2 et ainsi de suite, 
jusqu’a Wj, dont la limite superieure sera designee par 
w. De plus, nous aurons 


dx$ , 


dxs^i = 



dUi^2 

W 5-1 



De cette maniere on peut representer I’expression 
(7) par une integrale s-uple, et Ton verra qu’on peut 
arreter le developpement a B\x)xf^ pris comme dernier 
* NOTE 2 . terme, en posant la limite u = + 

Si Ton fait ensuite r ^ 0, on obtiendra 



^ 1 -f- 2 ^ cos^5_i 


,^%(.+S.cos,.y.,. 

■!^)(1 + S2-cos;^«,), (14) 


oil I’on a pose, pour abreger, 

= ft, . . ., 2ffm, = ft. 
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De meme que tous les Elements de I'integrale simple 
(13) s’evanouissent, si n’est pas un nombre entier, de 
meme tous les elements de cette integrale multiple s'eva- 
nouiront, a moins que toutes les fractions 

Us — 1 Xls 

Wg Us 1 

soient en meme temps des nombres en tiers. 

Si Ton effectue la multiplication de tous les facteurs 
entre parentheses, les termes du produit pourront etre 
ordonnes d’apres le nombre des signes de sommation 
qui y entrent et Ton pent demontrer que toutes les inte- 
grates qui contiennent le meme nombre de signes de 
sommation sont egales. En effet, si /, h designent des 
fonctions arbitraires, on peut demontrer Tidentite 



dont les deux membres ne different que par la permuta- 
tion de f avec g, Le premier se transforme en 

si I’on remplace par . Si Ton introduit la 
notation 
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I’int^grale ci-dessus peut ^tre exprimee par 


^ I \ g iP (Wp, — ^g (Up) p {Up, Up) 


I 

\ I dUp ^ \ 
\dup. 

"]y 


= \-T7^ 9 («j+0 <P (^p-i ’ «p+0 —\-^9{'t^p)‘P K > > 

' Wp+1 ] 'lip 


r^^p-i 

b 


ou Upj^i peut dans la premik-e integrale kre remplace 
par Up, Les deux integrales peuvent ensuite etre reunies 
en une seule 



et si Ton y remplace Up par ^^-^7 puis Up^x par Wp+i, 

I'expression sera identique au second membre de I'iden- 
tite (15), qui se trouve par la demontree. 

Si nous revenons maintenant au produit en question 
et si nous considerons separement I’integrale qui contient 

2 'cos^t«p-^^, mais non 2 'cos^^_i-^^^, nous pourrons 

Upj^i Up 


poser 


y rf^^.cog 

J Up J ?(p+i 


p 

d'Hp^i 

Up^l 
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De cette manike on peut transporter toutes les 
sommes I de droite k gauche en faisant un changement 
correspondant des indices, par ou toutes les int^ales 
pour lesquelles le nombre des sommes est le meme 
deviendront identiques.* *note 

Les integrales qui contiennent p signes de somraa- 
tion prendront done la forme 


H ^i 


I My+l 



Si I’on designe cette expression par X*p et si Ton calcule 
les dernieres integrales, on obtiendra, pour p < s, 






i u 

puis on 

It 

peut permuter et le signe de summation suivant en 

changeant les indices et ainsi de suite. La derui^re 
integrale deviendra 


Si Ton a p = 5, on pose 


= 


ps Us—i 


et I’expression totale prendra la forme 




2 2' cosa._i — • 2 (17) 

I Us — i Ug—i pgUg^i 


n. 
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Si Ton porte ces valeurs de et XI dans I’equa- 
tion (14), elle prendra la forme 

B\x) = z: + . . + x. ( 18 ) 


Ici se presente tout d’abord le probl§me de determiner 
la partie aperiodique de B\x)^ que je designerai par B\x) 
en employant, comme dans tout ce qui suit, un trait 
horizontal au dessus du signe fonctionnel pour representer 
la partie aperiodique de la fonction. 

La derniere integrale qui figure dans (16) est 


•»p 

\ 


Q V’ 


cos jUp 


Up 

Up^l 


(log uj,+iy-p-‘ 
(s—p—l)! 


■i 


--^22 cosupUp+i 
Wp+i ' ■ 


(Iog?<p— log iip+iy-P-‘ 
(s-p-l)l 


Si I’on decompose la derniere integrale en les deux 
suivantes 






du 

Wjp_j_l 


^00 


{s—p—i)\ 
(l^Mp— log 


— 22’cos/«j,Mp+il j— 


la premiere peut §tre consideree comme la partie aperio- 
dique, la seconde comme la pai-tie periodique de I’inte- 
grale. La premiere peut etre mise sous la forme 


„ (logM^y-g-t (logMy)»-^ -a (log 

“ (s — — 1) 1 ‘ (S — p ■— 2) ! (s — p — 3) ! + • • • ’ 

oil les constantes C„ sont definies par I’equation 
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on trouvera ainsi 

C„ = 0,07721... 

C. = 0,07281 . . . 

C, 0,00484 . . . 

C, 0,00034 . . . 

q = 0,00009 . . . 

Si de plus, I’on pose, pour abreger, 

S (logM) + (dlog^” + (dlogw)’ • ■ • “ 

la partie aperiodique de la derniere integrale de (16) 
prend la forme 

, (log «,)*-!’ 

Cette expression etant portee dans (16), la derniere 
integrale pent s’dcrire 






d’ou Ton conclut comme ci-dessus que la partie aperio- 
dique est determinee par 


, , (logi^p_i)*-^’+' _ / (logt^^i)*“^’+' 

^loeup^i “ ^5 _j„ 1) I — ^loi: v-i [s—p + 1) ! . * 

35 * 


* NOTE L 
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De cette maniere on reconnait facileinent que la 
partie aperiodique de (16) pent etre exprimee par 



En consequence, la partie aperiodique tolale de (18) peut 
se mettre sous les formes symboliques 



Tant que nous nous trouvions entre les limites de 
X qu’on a atteintes jusqu’ici par le denombrement ou 
le calcul exact du nombre des nombres premiers, limites 
qui correspondent respectivement a log a; 16 et 
logic = 21, les difficultes pour la determination de la 
partie aperiodique de <y(a?), si Ton porte les valeurs 
trouYees de Blx) dans I’equation (10), ne seront pas in- 
sumiontables, 5^ etant le plus grand nombre entier in- 

loff X 

ferieur a . Le resultat ne peut guere etre mis sous 

log J 

une forme notablement plus simple, si Ton veut tenir 
compte de toutes les constantes Cn qui entrent dans 
J„; mais si Ton ne tient compte que de la premiere 
la serie sera convergente pour = go, et la summation 
pourra facilement §tre effectuee. On aura evidemment 
pour = 00 , C, = 0, C, = 0 . . . 


_ <=00 nlogw / /7 \ 

§{x) = ~log2+2X~iy"'2^j*^Y+C,|;) 


d 


= -log2 + lrft?e^ 




V ^ dv 


V } 2! dv\ V r 


et, si Ton effectue la summation au moyen de la serie 
♦NOTES, de Lagrange* on aura 
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1 / \ 2 P ^ 

^(05) = -Iog2 + pg 

= -Ao%^-\-Li{u)---Li{u i-}-2Go|. 


(23) 


2 (7 

Ici on a ir-roTn ^ 0,73245 . . . , ce qui fait ressortir que 
t “ 1“ ^0 

Texpression trouvee, pour les valours de x tres grandes, 
ne differe pas essentiellement du logarithme integral de 
X et qu’on pourrait m§me poser 6’^ = 0, ce qui n’au- 
rait pas sensiblement modifie la valeur de ^{x), Dans 
ce cas, le resultat prendra la forme simple 


== —log 2 + 


s 


dv „ 
e*. 

' — lOgM 


En pratique ces resultats sont done en bonne concor- 
dance avec ceux de Riemann. 

La partie p4riodique de X^, n’a que peu 

d’importance en comparaison de Xt, et, de plus, comme 
la premiere peut etre deduite de la derniere, je me bor- 
nerai dans ce qui suit a la discussion de la seule fonc- 
tion qui est definie par Pequation (17). 

Nous commencerons par considerer le cas s = 2, 
a savoir 


XI = u 



costi, 2 2 — 


L’integration par parties transforme en 
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On pose id 

/“2“i = 

^1 "“l 

j, l/if?- = v^V^i v' + V^^l. 

t! a un minimum pour ® == 1, et la condition pour que 
cette valeur se trouve entire les limites de I’integrale est 

!<!/—<«•, 

* i“2 

condition qu’on peut encore exprimer en disant que ju^ 
et //j doivent tous les deux 6tre plus petits que 

etant croissant, le radical l/v*— 1 passe, lors du mini- 
mum, du n4gatif au posltif. Si le minimum a lieu pour 
une Taleur moindre que la limite inferieure de I’integrale 
^ prendre entre les limites de I’inte- 
grale est le signe c’est, au contraire le signe moins, 
si la valeur qui donne lieu au minimum est plus grande 
que la limite superieure de I’integrale 
Si I’on pose pour abreger 

21/ft^ = a, = av^, = o®,, 

on obtiendra de cette maniere 



Ici I’on a 



expression qai s’^vanouit, les deux termes devenant 
identiques si Ton permute les indices. 

L’ expression est done reduite a 


^ - 



1 


: sinaiJ 


le double signe etant determine de la nianiere indiquee 
ci-dessus. 

Nous considererons d’abord Pintegrale 
Vz‘—1 

relative a la variable complexe z = Si I’inte- 

grale est prise le long d’une courbe fermee, cette integrale 
s’evanouira; si done on int^gre le long d’un rectangle 
dont les sommets sont situes en 1, 
on trouvera 


S CO 

I A dw.{v,+wi) 




dwjl+wi) 


Les deux derniers termes peuvent §tre developp^s en 
series semiconvergentes; mais, pour abr6ger les calculs, 
nous ne conserverons que les termes qui ne s’evanoui- 
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ront pas dans le resultat final, Texpression de pour 
« =■ 00 , et nous procederons de la m6me manifere dans 
ce qui suit. En consequence, nous obtiendrons 


aVvl-i 2*^ a 


et par suite 


-=rSI 


, 1 1 /Stt . / , 7c\ 

= sin at? = — 2-=^ + - 1/ — sm( a + - 


Id est suppose plus grand que 1. Dans le cas de 
= J, il va sans dire que Pintegrale s’evanouira. Une 
equation analogue peut etre obtenue en remplagant 
* NOTE 6. par t;^.* 

Si la valeur qui donne le minimum est comprise 
entre les limites de Pintegrale, on aura 


A'a 

aH,— \ = = av[, 

= —a®', 



Done on aura, d'apr^s Pequation trouvee ci-dessus, dans 



ce cas 
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tandis que I’integrale se transformera pour = 1 en 
v^cosav ll/i^ • / I 'tX 


et pour = 1 en 


cos av^ ^ 1 
av[ ' % 




Si la valeur qui donne le minimum est moindre 
que la limite inferieure, on aura 

1 = -<) 1/®!— 1 = — V [, 

S 'l 

, / , ® \ • ip.cosffl®. , ®, cosa®, 

rf®( isina® = 2 oj__i ! 

av[ ^ av[ 

®0 

et, si cette valeur est plus grande que la limite superieure 
de rintegrale, on obtiendra 

= ®;, v^®M = <> 


I ® \ • 

I \ sin av = 


En remarquant qu’on a en tous cas 


' cos avl v[ cos av[ 


Vv^+1 


on verra que XI peut etre exprime par 


^4iU\/^7r . ( ;r\ , 1 q „ i 

, cs^\ ®,cosa®„ , ®,cosa®, , ®'cosa®' ®'cosa®jT 

+-ir~ ^J’ 


4w r v.tosav. 
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oil et 6^3 designent trois sommes doubles par rap- 
port a et Wig, telles que le produit parcourt 
dans et la serie entiere des nombres de 1 jusqu’a 
00 , tandis que chaque facteur ou ne parcourt dans 
Sj que la suite des nombres plus petits que et 

dans S, la suite qui correspond precisement a w 

et Wig = j/wi^wigW. Dans la somme double Sg, et 
parcourent tous nombres entiers de 1 jusqu’a go a I’ex- 
ception des valeurs correspondanses soit a 

•NOTE 7. soit a Wig = I'WjWigW.* 

La derniere somme double se decompose, si Ton 
y porte ies valeurs donnees de «, wj, en les 

deux sommes 


Sg — ( — cos (fx^u -f- 

+g L(&±^ 

V/'i— 


cos (/«.+/,,?<) 





qui sont egales, comme on le reconnait en permutant 
les indices. Si I’on pose ici ft, — ^Tcm,, 

If = la somme totale des deux sommes se 

reduira a 


i I L ] 

Dans cette somme double on doit, d’aprfes la con- 
dition de la soinmation, negliger les termes qui corres- 
pondent k — = 0; grkce a cette condition, 

la sommation peut facilement gtre executee. De cette 
manikre la somme double ci-dessus se reduit a 


1 ®i=«(_l)>ni 1 

ml - ~I%+|) • 

En consdquence, cette somme double peut §tre negligee. 
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si Ton 3ie tient pas compte des termes qui s’evanouissenl 
pour a; = Gc. Alors le resultat total pent ^tre exprime par 




sin 





et la sommation double doit Mre executee comme il a ete 
dit ci-dessus pour les sommations designees par et S^. 

Le resultat trouve met en evidence que, si Ton 
neglige les termes qui s’evanouissent pour n == co, les seuls 
elements utiles de Pintegrale cj[ui representait originaire- 
ment XI seront les elements voisins du point minimum; 
et, ce theorem e etant acquis, le calcul peut etre execute 
plus facilement d’une autre maniere. 

Si I’on designe la valeur de au point minimum 


par V , , on aura = 1 / , 

^ /^2 


et la condition pour que 


ce point soit situe entre les limites de Tintegrale sei'a 
1 Si cette condition est remplie, on peut poser, 

en dehors du point minimum = regarder 

y comme assez petit pour qu’on soit en droit, dans le 
developpement suivant les puissances de y, de negliger 
les puissances de y superieures a la seconde. Enfin, 
rintegrale peut etre prise entre des limites indeterminees 
— w ei -\-a) (definies avec plus de precision dans mon 
memoire Vid. Selsk. Skr., serie 6, tome VI, p. 13, CEuvres 
scientifiques , tome I, p. 422) ou, ce qui ici revient au 
meme , de — 00 a + 00 . Si le point minimum se con- 
fond avec une limite de Tintegrale, Tune de ces limites 
de y sera remplacee par 0 et le resultat doit en ce cas 
etre divise par 2. Si le point minimum est situe en 
dehors des limites de I’integrale, le resultat sera 0. De 
cette maniere on obtiendra 
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XI = ^ Hi -■ 


les sommations devant etre executees de maniere que 


1 < 1 / <u et devant etre divisees par 2 dans les cas 
* /^2 

ou I’on a, soit 1 = l/ soit u . 

/^2 

Cette expression est precisement identique au re- 
sultat trouve ci-dessus; et, comme nous avons de cette 
maniere demontre la legitimite du precede, nous en 
ferons une application au calcul de Xf. 

L’expression trouvee (17) peut §tre ecrite sous la 
forme 


^uZl 


■■■ 

•-^1 

y d Us — 1 1 . / lis — 2 

. \ sin us'ih~\A- Us-i 

Jw,_l flsUs-i y — Us-l 


1 ^ \ 


ou les doubles signes expriment qu’on prend la somme 
de toutes les expressions correspondantes aux dilferentes 
combinaisons de ces signes. dependant un minimum ou 
un maximum n’est possible que dans le cas ou tous les 
signes sent positifs et il est alors determine par 


lls-2 u 

= ... 7 , == V, 

ou 1 

V = . . . ftM)* • 

Les conditions pour que ee point soit situe entre 
les limites de I’integrale sont exprim^es par 

//p < v poui- p = 1, 2, 3 . . .s. 
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Si les valeurs des variables . . . Ui^i au point 

minimum sont designees par ... elles seront 

determinees par 





^ ^ 


Nous introduirons maintenant de nouvelles vai-iables 
2/ii tfz ••• par les equations 


, Ui-i = Vs-i ( i +^1+ 2/a"l" • • • 

Ces vaiiables peuvent §tre considerees comme assez 
petites pour toe negligees dans les coefficients des fonc- 
tions trigonometriques et I’on pent arrdter le developpe- 
ment de Tangle 

suivant les puissances de aux termes du second degre 
par rapport k y^. Dans ce developpement*, les coefficients 
de yp et de ypyq s’evanouiront si ^ differe de j, et le re- 
sultat se reduira a 


V S 4 - y (s (s— 1 ) + (S — 1 ) (8 — 2 ) j/' + . . . + 2 • . 

Ensuite, si les integrations par rapport a . . . ys-i 
sont etendues de oo a + oo, on obtiendra 

Z’= 2?^(s-l)!2’2’...-t((^y.... 

00 

S +x 

sin (i; 8 + ^ V (s (s- 1) + . . . + 2 ■ i y;_,) ) 


• NOTE 8. 



554 


Ici I’on a V = 
et pai' consequent 


= 27r(%W2 ... , 


sin [^7rs{m^7n^...msu)‘ 

;= « np -■ m 

^ys , 

Dans cette sommation s-uple, le produit 
varie de 1 k go; mais chaque facteur pris separement 
ne doit pas, d’apres la condition < v, exceder la limite 
,.. ms-u)* et, quand il atteint cette limite, auquel cas 
le point minimum est confondu avec Pune des limites de 
la Yariable le resultat ne doit etre compte que pour 
moitie. 

Si Pon pose = m, on pourra transformer 

la sommation 5-uple en une sommation simple, pourvu 
qu’on multiplie Pexpression sur laquelle porte la somma- 
tion par un facteur f^{m) qui indique le nombre des 
decompositions diff^rentes de m en s facteurs, y compris 
le nombre 1 et sous la condition qu’aucun facteur ne 
depasse la limite n = {mu)^\ Dans les cas ou cette 
limite est atteinte, les resultats ne sont comptes que pour 
moitie. Avec ces notations, Pequation (24) prendra la 
forme i 

„ sm(2»ir(.i«)‘ + (s-l)f) 

-TET---' m 

{viu) 


71 = . 

La quantite definie ci-dessus, pent etre deter- 

ininee comme coefficient de m'*' dans le developpement 

(i+2'+3^...+(«_ir+i«7 
= l+r:(2)2^+;^„(3)3’-. (26) 
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Si dans I’equation (10) on remplace B\x) par la 
valeur de XI trouvee de cette maniere, en vue d’obtenir 
la partie periodique correspondante de §{x)^ et si Ton 
effectue les calculs numeriques pour une valeur de x, 
donnee tres grande, et pour des valeurs de m choisies 
arbitrairement , on reconnaitra que, pour des valeurs 
croissantes de s, les termes, apres avoir presente des 
variations de signe tout a fait irregulieres, se reunissent 
successivement en groupes de plus en plus grands de 
meme signe et que c’est de la sommation de ces groupes 
que le resultat depend essentiellement. On pent facile- 
nient mettre en evidence la formation d’un tel group e. 

On pose 

— s — 1 



alors le terme suivant sera determine par le developpe- 
ment 




= ^4 + 


ds 




1*2 


+ ... 


6 

Si et les derivees suivantes sont des quantites 
d6 

tres petites et si est un nombre entier impair, positif 

ou negatif, dans la serie (10) ou les termes ont des signes 
alternes, un groupe de ladite espece se formera autour 
du terme correspondant a s. 

On a ici 


. ,, logww 

ou, SI I on pose ~ — = y, 



556 




logmw * 


On doit done avoir, p etant un entier positif, negatif 
ou nul, 

de, 


ds 


== 2ey(l-2/) + -i l-2p. 


Comme y est necessairement positif, les valeurs negatives 
^ NOTE 9. de p ne sont pas admissibles, et Pon trouvera* 


y == 0,83774 . . = 2,31114 . . . pour ^ = 0, 

y = 1,19011..., = 3,28746... pour ^ = 1, 

y == 1,40051 . . ., e*' = 4,05727 . . . pour ^ = 2, 

y = 1,55459 . . ., ^ 4,73317 . , . pour = 3. 


Puis on verra que 


d?d, 

ds^ 


et les derivees suivantes 


prendront des valeurs tres petites, au moins pour les 
valeurs les- plus basses de ^9, si \o%mu est un nombre 
tres grand. Au dessus des limites pratiques (loga? == 21) 
et pour les valeurs inferieures de m, cette condition 
n’est satisfaite qu'assez approximativement; pourtant, on 
pourra facilement faire ressortir la formation des groupes 
correspondants aux valeurs inferieures de si x est de 
Tordre de grandeur des millions. 

Dans ces groupes entrera done 


sin;rft = sin;r 



4 


)■ 


et, si la fonction p^riodique est ecrite sous la forme 


siiin’6', = 

I sera determine par 

>1 = 


(27) 




( 28 ) 
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La partie de i^{x) qui correspond au groupe con- 
siders pent done Stre representSe par une courbe dont 
les points d’intersection successifs avec Taxe des abscisses 
ont une distance constante ^ si logw ou, ce qui revient 
au meme, \o%x est pris pour abscisse. 

Aux valeurs indiquees ci-dessus de y correspondent 

k =- 0,34388 . . . , 0,34875 . . . , 0,33487 . . . , 0,3 1999 .. . 

Toutefois on a du remarquer que ce sont precise- 

ment les grandes valeurs de s, ^ savoir celles qui sont 

voisines de logw^^^, qui produisent les longues periodes 

de mais, a cause de cette circonstance, il faut de 

nouveau discuter le calcul qui a conduit a I’equation (25). 

II faut se rappeler que nous avons etendu la variation 

des variables yp a I’infini dans les deux directions, ce 

qui peat Stre legitime, a condition que yp depasse cer- 

taines limites etroites. Mais, si le nombre s des variables 

et celui des integrales deviennent si grands qu'on ne 

1 

puisse pas considerer comme un grand nombre, ce 
qui est precisemcmt le cas ici, il n’est plus permis d’eten- 
dre a ce point la variation de yp. La consequence sera 

que /9s, surtout pour les valeurs les plus petites de p, 

JL 

s’approclie fort de sa limite inferieure, qui est 
augmente d’une constante independante de s. Si nous 
passons a cette limite inferieure elle-raeme, nous aurons 

et les valeurs de y calculdes par cette equation seront 

y = 0,76803..., & = 2,15553... pour p = 0, 

y = 1,15718..., e*' = 3,18097... pour p = 1, 

y = 1,37809..., e*' = 3,96731... pour 2? = 2, 

y = 1,53736 . . . , e*" = 4,65232 . . . pour p = Z. 

II. 86 
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La periode elle-m§me peut a present 6tre deter- 
minee par 

X = ye-y (s9) 

et aux valeurs calculdes de y correspondront respective- 
ment 

yi 0,35631..., 0,36378..., 0,34736..., 0,33045... 

Les valeurs vraies de A seront done comprises entre 
ces valeurs et celles qu’on a calculees ci-dessus; et, pour 
les valeurs les plus petites de auxquelles correspondent 
les groupes les plus grands, elles seront certainement 
plus proches des demi^res valeurs. Du reste, les pdriodes 
qui correspondent aux valeurs inferieures de p different 
tenement peu qu’elles se combineront sui- une grande 
etendue en une seule periode qui ne differe que peu 
de 0,35. 

On peut, en outre, conclure de I’expression (25) que 
les coefficients des fonctions periodiques trigonometriquos 
ou les amplitudes seront, pour les valeurs les plus 
grandes de s, et par suite aussi de >1, a peu prfes du 
m§me ordre de gi'andeur que xi et d’un ordre inferieur 
pour les s et les A decroissants et par suite pour les 
periodes courtes. La determination plus precise de I’am- 
plitude et de la phase des periodes differentes semble 
pourtant presenter des difficultes tres considerables. 


Le resultat auquel je suis parvenu par les calculs 
ci-dessus peut §tre retrouve, en ce qu’il a d’essentiel, 
pai- un autre procede, que j’exposerai ici parce qu’il me 
semble jeter une lumiCTe nouvelle sur la question. 
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Posons 

( 1 + 2 ^_ 1 _ 3r_^ ( 2 ) 2^+ . . . + f (x) X-+..., (BO) 

^^(x) d^signant le nombre des decompositions differentes 
de X en un produit de s facteurs, y compris I’unite. 
Posons de plus 

G^{x) = l + f(^)+ ... +f(^)- (31) 

On pent calculer '^(x) a I’aide de ^*-^(.-3?) en soni- 
mant les decompositions qui correspondent au facteur 
nouveau; on obtient de cette maniere 

7‘i^) = 

la sommation etant etendue a tous les diviseurs de x, 
De plus, en se servant du symbole E de Legendre pour 
reprdsenter le plus grand entier contenu dans une frac- 
tion, on a 




par ou Ton obtiendra 

et par suite 

G>ix) =3^(^)*r‘-‘{2)- 


(32) 

(33) 


Ces expressions peuvent ^tre mises sous forme ana- 
lytique, grace aux relations 


-(?)-(¥) =:i: 


^ cos 2 ;r 

? q 
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* NOTE 10. 



sin^TT 


m {x+ 0 


2o'Sin;r — 


( 35 ) 


dont on constate facilement [’exactitude, en effectuant 
les sommations indiquees. 

Nous analyserons avec plus de precision f{x) sons 
la forme qui en resulte, a savoir 


«=.™=,cos2;r- 

f(^) = 12' 

5=1 TO=i g 

Si 

^ ^COS^TT 

m=*a! g^T /> 

= 2 ’ 2 

jnsssl g=sm g 


( 36 ) 


Dans la derniere expression posons 




puis la somraation simple par rapport a g est trans- 
formee en une sommation (§-‘l)-uple par rapport a 
ffg’ sommation etendue a tons les cas pour les- 

quels __ _ 

(37) 


Comme cette ti-ansformation fait dispai'allre le facteur 
on obtiendra 


f{x) =■ 2*22 . . . 

7n= t 


cos 2 7 


mx 




9^1 • • • 2 ^ *— 1 


( 38 ) 


les signes 22... indignant la sommation (s— l)-uple, 
ex^cutde sons lesdites conditions par rapport aux (s— 1) 
variables ... jj-j . 

Nous considererons d’abord la sommation simple 
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1 '^ cos2;r^, 

2i 

ou parcourt une longue serie de noinbres successifs, 
serie qui, du reste, n’est pas determinee avec plus de 
precision, et ou est un nombre tres grand. On re- 
marquera alors qu’il se formera pour certaines valeurs 
de que nous designerons par de part et d’ autre 
du terrne correspondant k un groupe de ternies de 
mtoie signe. On trouvera qu’il en est ainsi sous les 
conditions suivantes. 

Qu’on fasse ^ qu’on suppose 






oil est mie fraction proprement dite, jWj un nombre 
entier. On pourra alors former le developpement 


2 . 


2 :+*. {<f^+Ky 


qui, par une elimination pai'tielle- de et q[, se trans- 
tbrme en 






Ici + est un nombre entier; et si, de plus, 
est en meine temps un nombre tr§s petit en compa- 
raison de aj, les conditions pour la formation du groupe 
considere seront satisfaites. Si atteint la limite = cc 
et si est suppose fini, les termes de chaque groupe 
particulier peuvent etre sommes exactement en rempla- 
^ant la sommation par rapport a par une integration 
entre les limites — 00 et pourvu que le groupe 
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ne soil pas un groupe limite, interi’ompu par une valeur 
limite donnee de Le rfeultat de I’integration est 

^ cos(2ff-2Kfl.)i+|) 

1/2 (w.fl,)? 


La formation du groupe aura encore lieu, si est 
fini, mais tres grand, tandis que appartient aux termes 
inferieurs de la serie des nombres, et la somme des 
termes d’un groupe sera a peu pres la m§me que celle 
que nous avons trouvee ci-dessus. Mais, a mesure que 
la grandeur de approche de aj, le nombre des termes 
du groupe va d^croitre, et Texpression de la somme 
va perdre de son exactitude; puis la formation des 
groupes cessera compl^tement. Mais, si croit ensuite 
constamment et d^passe la limite on pent inverse- 
ment consid^rer chaque terme a la variable comme 
produit par la sonimation d’un groupe de termes k la 
variable groupe dans lequel chaque terme a pre- 
cisement la forme indiquee plus haut. On pent facilement 
se convaincre de I’exactitude de cette assertion par un 
* NOTE 11. calcul analogue a celui qui a ete execute ci-dessus *. Par 
consequent, si Ton pent negliger les termes pour lesquels 
(comme gj s’approche de ai, la transformation in- 
diquee de la sommation relative a la variable en une 
sommation relative a la variable pent §tre consideree 
comme valable en general pour tons les g^. 

Cette restriction faite par rapport a la zone neutre 
ou aucune formation de groupe n’a lieu d’aucun c6te, 
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equation ou les limites des deux sommea peuvent etre de- 

duites des relations entre les deux variables et m^. 

Posons ensuite a. = — ® et concevons qu’une somma- 
22 

tion soit effectuee dans les deux membres par rapport 
a la variable supposee parcourir une longue serie de 
nombres successifs. Dans le second menibre posons 


= €-\-y, et 




W 


2 ’ 


OU est une fraction proprement dite un nombre 
entier. On pourra alors, comnie precedemment, former 
le developpeinent 


•m 


^ 3 


mi 


4 




Ici est un nombre entier, et par consequent 

un groupe se formera autour du terme correspondant a 
2 ', si m\ est suffisamment petit en comparaison de 
et par suite petit en comparaison de Les 

termes du groupe etant sommes comme ci-dessus, on 
obtiendra 


2’2’-^cos2jr-^- 


cos 


2.22 


2 . 2 . 


= 22 ^ 
|/3 




equation dont la validite pent etre etendue comme celle 
de Tequation (39) a des valeurs de tres grandes, 

tandis qu’elle cesse de subsister quand et appro- 

chent de 

De cette maniere on parviendra sans difficulte a une 
formule valable en general avec les m^mes restrictions 
que ci-dessus, savoir 
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^ - cos 






vv 


i V 

J COS (25r(2J+l)(w,t«,...)»p«py’+‘+j3 jj 


Vp+1 


(jMjJMj... mpapyp+^ 


(40) 


Les relations entre les deux systtoies de variables peu- 
vent approximativement etre exprimees par 


_ m - m 

(h q,i 


^ nL 


ou 


a, = -% a, = -% 
' ?2 “ (7s 


On peut deduire de la les equations approchees 

1 

m^cji = mpap)p+‘. (41) 


Si I’on en fait application aux sommations indiquees 
dans la formule (38), on doit poser ^ =:= s— 1 et 
== mx; mais on doit toutefois remai*quer qu’on ne peut, 
de cette manik*e, representer qu’imparfaitenient Pex- 
pression totale de f(x), tant a cause des zones ou la 
formation de groupes cesse en meme temps des deux 
cotes, qu’a cause de la determination des limites des 
variables. Cependant, ce qui importe ici, c’est de tenir 
compte separement des termes de f{x) dont depend la 
formation des longues pei*iodes de la serie des nombres 
premiers: et, pour cet objet, c’est surtout la determina- 
tion des limites inferieures des nouvelles variables 

qui a de I’iniportance. II resulte de I’equation 
(41), quand on y fait p = a—l, et as_i = mx, qu’on 
a approximativement 
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mx 

= T 


m 


et d’apr^s (37) la liniite superieure de ce produit est x. 

Toutes les valuables ... mg^i ont done 1 pour 

limite inferieure, tant que m est petit et ne depasse 
1 

point la limite x^-K 

Nous pouvons done, dans I’expression (38) de f{x)^ 
choisix' une suite de termes qui peuvent etre transformes 
en une somme 5-uple 


. cos ( 2;r • s (m . . . iUg^iX) ‘ 1) ? ) 

2’2’...4= 


Vs 


s~^ 

... fUs-iX) 


, (43) 


oil toutes les variables parcourent la serie des nombres, 
depuis 1 jusqu’a certaines liinites que nous ne dtemine- 
rons pas. 

Si nous cherchons ensuite a determiner la serie 
correspondante de G\x), nous poserons d’abord 

G^ix) = 2’ f{od) + 6^(x-l), 

oil x^ et X peuvent etre consideres Tun et I’autre coinme 
des nombres tr^s grands ; et, si nous remplagons ici f{x') 
par I’expression (43), nous pourrons effectuer, au lieu 
de la summation par rapport a a?', une integration dont 
le r^sultat est facile a obtenir approximativement , en 
reniarquant que toutes les valeurs que parcourt x^ sont 
de grands nombres. Prise separement, cette partie de 
G \ x ) qui depend de a?, peut §tre exprirnee par* •note 12. 


2 ttV s 


sin 


* -i-t 

{mm^ ...m^ix) 


(44) 
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La forme de cette expression est identique, sauf 
le facteur J, a celle de Xl que nous avons trouvee dans 
I’equation (24). Dans les deux cas, 1 est la limite in- 
ferieure de toutes les s variables; mais la ressemblance 
ne va pas plus loin, les deux developpements represen- 
tant deux fonctions periodiques differentes, quoique 
d’une grande affinite. 

Gomme on a, eu egard a la serie (9), 

A‘(a>) = G’ix) - j - . . . + (-1)*, 


on pent facileraent obtenir un developpement de &(x) 
analogue a (10), de la forme 


m = -K+K 


G\x) 


.5^)4. 


G^^{x) 


^1 ^ log2 


Si Ton y porte Texpression de G\x) donnee par (44), 
on obtiendra la partie correspondante de &{x). Gomme 
on le verra facilement, la discussion ulterieure de cette 
expression sera essentiellement la m§me que precedem- 
ment; le resultat sera pareillement de constater Pexistence 
de grandes p^riodes ayant logjr comme variable et la 
periode- ^ definie par T^quation (28). Mais, en ce qui 
concerne la determination plus precise des amplitudes et 
des phases des fonctions periodiques, les m§mes obstacles 
se presenteront encore ici, quoique sous une forme nou- 
velle. 


J’ai deja mentionne dans I’introduction que les ecarts 
periodiques entre les nombres de nombres premiers 
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trouves effectivement et ceux qu’on a calcules par la 
formule de Riemann semblent se developper successive- 
ment pour les grands nombres eii periodes de plus en 
plus regulikes. 

Heureusement , il se trouve que M. le Dr. Gram a 
traite cette question, d’un point de vue empirique, dans 
son memoire cite dans I’introduction. II s’explique sur 
cette question de la maniere suivante (p. 250) : 

„Glaisher, pour mieux mettre en evidence la varia- 
tion des ecarts, en a fait une representation graphique 
dans un diagramme qu’il a joint a son memoire. II y a 
quelque chose qui pourrait faire soup^onner une periode 
dependante de In^ en ce sens que la periode est a peu 
pres 0,17, log^^n etant pris pour argument, et par conse- 
quent 0,39, In etant Pargument." 

Par une communication verbale M. Gram m’a donne 
le moyen de completer cette indication. La fonction 
periodique etant mise sous la forme 



M. Gram a determine les constantes par une compensa- 
tion geometrique simple et il a trouve 

= 0,39, C= 0,34. 

Cette formule a bien manifeste des ecarts conside- 
rables avec le diagramme du neuvieme million; mais 
M. Gram a neglige ces ecarts parce qu’il a soupcomii 
quails pmenaient en partie d/erreurs qtie contiendraient 
les tableaux des nombres premiers calcuUs par Base*; en * note is. 
effet, les resultats de ce denombrement sont difficiles a 
mettre d’accord avec le calcul du nombre des nombres 
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premiers jusqu’a 10 millions fait par Meissel. Au con- 
traii-e, la fornuile a mis en evidence une grande concoi- 
dance avec le di^amnie de 3 jusqu’k 8 millions. 

Enfln, apres avoir calcule les ecarts avec la for- 
mule de Riemann pour la serie des nombres premiers 
correspondante a I’intervalle de log® = 0,1 jusqu’a 
log® = 15 (® = 3269017) M. Gram est panrenu au 
resultat suivant: ,Que I’apparente distribution reguli^re 
des grands maxima et minima du diagramme de Glaisher 
est vraisemblablement due a un accident.* 

Tant que la tentative de determiner les periodes 
ne comportait que des tatonnements , necessites par les 
donnees relativement peu nombreuses qu’on possedait 
et dont une partie, en outre, etait entachee du soupQon 
d’inexactitude, il pouvait sembler sage de renoncer a 
cette tentative. Heureusement, M. Gram a fait connaitre 
les r(§sultats de ses essais de compensation ; et Ton recon- 
iMt a present, a la lumi^re de la theorie, que la double 
conjecture d’apres laquelle on devait prendre log® pour 
I’argument et 0,39 pour la valeur de la periode, ^tait 
essontiellement correcte et qu’une discussion ultdrieure 
des mat^riaux empiriques dont nous disposons jusqu’ici 
est tout a fait superflue. La circonstance mgme que les 
longues periodes regulieres s’effacent, si ® ne d^passe pas 
une certaine limite inferieure, devient une confirmation 
de la theorie. 

Le fondement theorique obtenu est un fort encou- 
ragement a poursuivre la determination exacte du nombre 
des nombres premiers. II serait surtout du plus haut 
interSt de contrdler le calcul, fait par Base, du nombre 
des nombres premiers jusqu’a 9 millions, soit qu’on se 
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servit de la methode de Meissel, soit qu’on fit usage 
d’une methode analogue. II importerait aussi de deter- 
miner une suite de points entre 10 et 100 millions, par 
exemple de 10 en 10 millions. On fournirait de cette 
maniere des materiaux precieux pour la continuation 
des recherches theoriques. 
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NOTES. 

NOTE 1 . On reconnalt facilement qu’on a 

^{x) = «*(») + ^ a* -%^) + • • • 

ou, sous forme symbolique, cnd 
O n en deduit 

a^(a?)cx3(^— ly(aj), 

et par consequent 

A^(x) CO (B — "2)*(^)* 

NOTE 2. Dans cette note je chercherai a recon- 
struire le raisonnement de Lorenz sur lequel est fondee 
la formule (14). 

Soit donnee la serie 


f(x) 2X 1 + 2 2’ cos ^Ttm^x) dx , 


ou f(x) est une fonction flnie et continue entre les li- 
mites et x^; quelle est la valeur de cette serie? 

m 

Posons Sm = l + 22’cos27rma;; alors on aura, x 
n’etant pas un entier 
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et, si encore finie et continue 

entre les limites et x^ si aucun entier n’est compris 
entre ces limites. 

En integrant par parties, on obtiendra 


s 


/^(a;)sm(2wi + l)9 ^^ 
sin^ 

'^1 

f(x) cos 


+ 


1 V cos &m+l] qdx. 


dx 


(2^4“ l)7r sin^ 

Par consequent on aura, si m croit a Tinfini, 


lini U(?) ?P g -’". + . ‘) .8.fa _ 0 _ a 

\ sing 

Si les entiers 

r , r 4" 1 , r 4- 2 ... (r 4- 5) 

sont compris entre les limites x^ et x^^ on pent diviser 
I’integrale de la maniere suivante 


S 


(\+\ + \+ \ 1 ’ 


^(x) = f{x) {1 I COS 2 m^TTX), 


les quantites d ^tant arbitraires, mais aussi petites qu’on 
veut. ^r+l-<yj 

D’apres ce qui precMe, les integrales \ ? \ ? 

pr+2-<yj 

V . . . s’evanouiront. Reste a determiner les integrales 
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p etant un nombre entier compris entre les 
nombres r et r-^s. On aura, en remplagant r-\-p par r', 






\f(x) dx = \f(a;) ( 1 + 2 2' cos 2 s- x) dx 
Jr'- Op Jr'— 
r»+^p 

= ^3!^) (1 + 2 2’ cos ^tlW^x) dx 

J— Op 

00 

== y(r'+ it?) (1 + 2 2 COS 2 ;rm^a;) c^o; 

t'o 




ir)(l +22cos2;rmj£r)cZa?. 


Par des methodes bien connues on reconnaitra que 

fir) 

les deux iniegrales sont egales a . 

Par consequent 

a r exception des cas ou Tune des limites de Pintegrale 
ou toutes les deux sont egales a des entiers. Dans 
ces cas les termes correspondants doivent etre comptes 
pour moitie. 

Considerons inaintenant la formule (14) de Lorenz. 
Dans ce qui precede, Lorenz dit qu’il cherchera une ex- 
pression de la puissance a-idnie de -^- + 2'* + 3^ ... 

Mais il ne le fait pas et il n'a pas besoin d’une telle 
expression. Au contraire il trouve par la formule (14) 
une expression integrale de 


B\x) ^ ^^(l)+^^(2) ... 
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et la remarque d’apr^s laquelle tous les elements de 
rintegrale 5-uple qui se trouve au second membre de 
Tequation (14) s’evanouiront, a moins que 


^ Us-.i 

w/ ^^3 • • ■ ’ T 

ne soient des entiers, met cette proposition en evidence. 
G’est pourquoi nous chercherons avec plus de details a 
verifier cette remarque. 

Soit donnee une integrate double 


\du\f{u^u^)du^, 

Comme on le reconnait facilement, on peut intervertir 
Pordre des integrations. L’integrale est une somme double 
de tous les Elements du^du^ multiplies par f{u^,u^ sous 
les conditions que et soient tous deux plus grands 
que 1, que soit plus grand que et que soit plus 
petit que u, G'est pourquoi Ton aura 

W Wmj , «,) du^ = W \f(u^, mJ du, . 

9)1 iJi c )«2 

On reconnait de la meme maniere que 



et par suite 

II. 


ST 
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( 14 - 22 'cos^j*f,) 

= (l+2 2'cos/i,_, ~--^ 

Jl Jug 

S u 

( 1 4 - 2 2’ cos W ( 1 + 2 2’ cos^^*) . 

tt- ^ ^ t/ttg 


Ell consequence de la proposition developpee ei- 
dessus, tous les elements de la derniere integrale s’evan- 

nouiront, a moins que ^ ne soit un nombre entier. Dans 
ce cas Pelement sera egal a (ou a si c’est un 
element limite). En consequence on aura 



1 + 2 2’cos^*] 



COS 


K ) 


SOUS la condition que soit un entier. En continuant 

de cette maniere, on verra que chaque elt§ment de Tinte- 
grale 5-uple donnee est egal a zero, a moins que toutes 
les fractions 


ne soient des entiers. Dans ces cas, les elements sont 
egaux a Punite ou, si ce sont des elements limites, a 
une puissance de 



575 


Gomme on le reconnait facilement, I’exposant de 
cette puissance de ^ indique le nombre des fractions 

egales a Punite. Ges remarques met- 
tent en evidence Pexactitude de la formule (14). 

NOTE 3. La demonstration de Pequation (15) met 
en evidence qu’on peut permuter les trois fonctions /*, 
g^h, D^s lors on peut transporter la somme 22'cos//,^^^, 
comme toutes les autres sommes, de droite a gauche. 


NOTE 4. Les constantes peuvent etre d^finies 
par Pequation 

Cn = lim \ (log iiY 2 Z cosju u 

fll p z=oa \ 

ou p est un entier. 

On aura alors (;^>0), 

(t + ‘-T + ■ • ■ + 

. log”2-> log”+iy>\ 


Gomme on le volt facilement, ces valeurs sont, au 
signe pres, les coefficients de la s6ne 

SC(I-S) = C,+ CjS+C,S®+... 

OU C (Is. fonction de Riemann) est definie par Pequation 


Ges coefficients ont et6 calcules par M.M. J.-L.-V.-W. 
Jensen et Gram. Voir Gomptes rendus 1887, tome 104 
p. 1157 et Overs, over det kgl. danske Vidensk. Selsk. For- 
handlinger 1895, p. 308. 


37 * 
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NOTE 5. Si Ton pose 

z = U(p{z)'^V^ 

ou (p est une fonction donnee, u ei v des variables 
independantes, on aura, f{z) etant une fonction arbitraire, 


m = >!o+^+ 


1.2 


xy 

1.2.3 


i = fi'O) . Xn 


{p {vYf{v)) 


Pour faire des applications de cette formule, on doit 
encore chercher le reste; mais, dans ce qui suit, nous 
supposons que ce reste tend vers zero pour un nombre 
croissant de termes. 

Nons posons 

z = — 

m=v—dz, 


La serie citee de Lagangre nous donnera alors 



Differentions cette equation par rapport a v\ nous 
obtiendrons ainsi 
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Si nous posons n = nous aurons la formule 

(23) de Lorenz. 


NOTE 6. Gonsiderons I’integrale 

S CO 

dw(v^ + tvi) 

V{v^+Wif~ 1 

ou a est tres grand et ou differe de I’unite. Alors 
ce ne sont que les petites valeurs de w qui influent sur 
la valeur de Tintegrale et nous pouvons sans erreur sen- 
sible remplacer I’integrale donnee par I’integrale plus 
simple 

== ° ■ — ■ ■ - 

Vvl—l\ aVvl—1 

De la ni^me maniere, on pent remplacer 


s 


dw{l-\-wi) ^o(i+wt)i 

0 




par 


i 


/'•oo 




y^wi 


i/— 


De cette fagon on obtient 


0 = 




dv 


Vv^—l 




1 

2 



raais cette equation n’est pas valable quand est egal 
a 1 ou ne difffere que peu de 1. Dans ce cas le membre 

— ° ■ ' - de 1’ equation devient infini, tandis que rintdgrale 

aVvl— 1 
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C"" dv 

^ - - est egale a zero ; c’est pourquoi Ton ne sail 

pas si Texpression trouvee peut etre appliqu^e k la 
sommation approchee de la serie qui exprime Zj. 

NOTE 7. L’indication de Lorenz qu’on doit dans 
la somme double negliger les termes qui correspon- 
dent a et == V^n^'in^u n’est pas cor- 

recte; on ne doit negliger que les termes pour lesquels 
les denominateurs s’evanouissent. D’ailleurs Lorenz lui- 
meme n’a dans les sommations suivantes neglige que 
ces termes. 


NOTE 8 . Posons 

>% = ■■■ ¥p> 

alors, en negligeant tous les termes d’un ordi'e superieur 
au second, nous aurons 

^ ^ 1 +25,-2 ^ T+Ts^S, ^ l+(s-l)A\ 

/'s-1.25._25_,-2.35_35_2... -(s-2)(s-1)5.5,\ 

*'1 +l‘-67-i +2‘.5,_2 +(s-l)\Sj;- 

Si Ton porte dans la seconds serie Sp = {yp-\- Sp-i) 8p, 
p = s— I, s — 2 on aura 

U= 5,— 2)+25,_2(2j/,_2— 5,— 3 ). . .(s— 

Ici I’on pose = jf,_i+ 5 ;_ 2 , d’oii 

U = v(s+^/_i+S,_2(4y,_2— 5,-2— 25,-8)+ ...)• 

Dans cette expression on pose 5,_2 = y,_ 2 + 5 ,_ 8 , d’ou 

U = V (s + ya—i + 3 yi—i + 3 S,_8 (3 yt~t — S,_3 — S,—, )+ . . .). 


p ^ 1 + 5, 
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En continuant de cette maniere on obtiendva I'ex- 
pression de Lorenz. 


NOTE 9. M. J.-P. Gram m’a communique qu’il 
existe une certaine relation entre les valeurs de y trou- 
vees ici et les racines de f («) = 0, f etant la fonction 
de Riemann. Void la communication de M. Gram. 


L’dquation 

2es'(l— y) + i = 1— 


met en Evidence que awes' doit approximativement 6tre 
egal a I’une des racines, a, de f(i) = 0, puisque le 
nombre des racines ^ales a N ou plus petites que N 
est egal a 


iV 

2jr 




(cfr. la note de M. Gram, Vidensk. Selsk. Overs. 1902, 
p. 13. Note sur les zeros de la fonction f (s) de Riemann). 
Les valeurs calculdes de y (p. 556) donneront 

gores' = 14,521 tandis que a == 14,135 

20,655 21,022 

25,492 25,011 

29,739 30,425. 

Les valeurs de y (p. 557) donneront 

gores' = 13,543 
19,987 
24,927 
29,231. 

C’est vraisemblablement inexact quand Lorenz sup- 
pose qu’il ait trouve les liraites de A. II est vraisem- 
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blable que son y doit §tre precisdment 6gal a log^. 

TJT 

S’il en est ainsi, le developpement de Lorenz met en 
evidence le fait interessant qu'il traite les racines a de 
= 0 sans reconrir aux fonetions f en indiquant 
leur importance — a son point de vue, bien entendu, — 
pour la partie periodique de d^{x). 


NOTE 10. L’dquation (35) n’est pas juste, k moins 
sin 2 n — 

que ^ ne soit egal k ^{x+^) pour m = q. 

sinjT — 

2 

C’est ce qu’on recoimalt de la maniere suivante. 

Si I’on pose 


S = 


2’ 

W=al 


Sin 


%7cm{x + \) 


32' sm- 


Trm 


on aura 


S 

et 


1. 

q \2 


+ cos 




cos- 


2-2 ;rm 


. cos- 


iXTtm 




2 cos 

m5=l q 


= 2-1 


si q est un factem- de r, tandis qu’on aura dans le cas 
contraire 


m=q-i %rmjt 

2 cos = _ 1 . 

m=i q 


Par consequent 
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NOTE 11. On pose ou 


m: 


1a,k, 




Si \ est tres petit en comparaison de on pent dans 
la serie m[ negliger les tennes suivants et poser 



On aura done avec une certaine approximation, 
etant un nombre entier, 


cos (25r;2(w,fl,)^+ 1) 

i/f 



Si Ton prend la somme d’un grand nombre de 
pareilles expressions et si Ton remplace la somme par 
une integrale (de — co a + on obtiendra 


a^cos + j 

^ ^ 
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Je suppose que c’est de cette maniere que Lorenz 
a prouve son hypothese. 

Gomme on le voit, le procede ne met pomiant pas 
en evidence le degre d’exactitude du resultat obtenu. 

NOTE 12. Lorenz dit qu’on peut approximativement 
poser 

^os l)r) 

G>(x) = \— ^ dx 

^ ^ ^aro {pim^ . . . Ms-iX) 2s 

+ G^{x-\). 

Mais on aura 



oil C est independant de x. 

Dans cette expression, le denominateur de la der- 
niere integrale est tres grand en comparaison de celui 
de rintegrale proposee; aussi cette integrale peut-elle 
^tre negligee. De cette maniere on obtient Pexpres- 
sion (44). 
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KOTE 13. Voir la note de M. Gram: Rapport sur 
quelques calculs entrepris par M. Bertelsen et concer- 
nant les nombres premiers. Acta mathem,, tome 17, 
p. 301- 314; 1893. 

La revision faite par M. Bertelsen des tableaux de 
Base confirme compl^tement la supposition de M. Gram. 
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